Anti-Ramsey numbers by Zmazek, Eva
UNIVERZA V LJUBLJANI
FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO








Za pomoč in nasvete pri pisanju magistrskega dela se zahvaljujem mentorju






2 Oznake in osnovne definicije 2
3 Definicija in lastnosti anti-Ramseyevih števil 5
3.1 Definicije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
3.2 Splošne lastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
4 Anti-Ramseyeva števila na polnih grafih 9
4.1 Konstantna anti-Ramseyeva števila na polnih grafih . . . . . . . . . . 9
4.2 Anti-Ramseyeva števila za k-prirejanja na polnih grafih . . . . . . . . 15
4.3 Linearna anti-Ramseyeva števila na polnih grafih . . . . . . . . . . . 17
5 Anti-Ramseyeva števila na hiperkockah 32
5.1 Spodnja meja anti-Ramseyevih števil na hiperkockah . . . . . . . . . 36
5.2 Zgornja meja anti-Ramseyevih števil na hiperkockah . . . . . . . . . . 36
5.3 Točne vrednosti anti-Ramseyevih števil na hiperkockah . . . . . . . . 40
6 Anti-Ramseyeva števila in Turánova funkcija 51
Literatura 53
Stvarno kazalo 57
A Tabela izračunanih anti-Ramseyevih števil 58




V magistrskem delu naj bodo predstavljena anti-Ramseyeva števila in njihove la-
stnosti. Raziskana naj bodo predvsem anti-Ramseyeva števila na polnih grafih in
hiperkockah.
Osnovna literatura
[3] A. Bialostocki, S. Gilboa, Y. Roditty, Anti-Ramsey numbers of small graphs,
Ars Combin. 123 (2015) 41–53.
[1] M. Axenovich, H. Harborth, A. Kemnitz, M. Möller in I. Schiermeyer, Rain-






Barvanje povezav c grafa G je mavrica, če poljubni različni povezavi grafa G
pri barvanju c prejmeta različni barvi. Anti-Ramsejevo število ar(G,H) urejenega
para enostavnih grafov G in H je najmanjše naravno število r, pri katerem za vsako
r-barvanje povezav c grafa G z natanko r barvami obstaja H-podgraf, za katerega
je zožitev c|H mavrica.
Za nekatere pare grafov znamo določiti točne vrednosti anti-Ramseyevih števil.
Pokažemo na primer lahko, da je anti-Ramseyevo število ar(Kn, P4) na paru grafov
Kn in P4 enako 4, če je n = 4, in je enako 2, če je n ≥ 5. Kljub temu, da imata grafa
P4 in C3 enako število povezav, se anti-Ramseyevi števili ar(Kn, P4) in ar(Kn, C3)
zelo razlikujeta. Anti-Ramseyevo število ar(Kn, C3) je namreč enako številu n vozlišč
grafa Kn. Anti-Ramseyevo število znamo natančno določiti tudi na paru hiperkock




An edge coloring c : E(G) → [k] of a graph G is called a rainbow if all of its edges
are colored with different colors. An Anti-Ramsey number ar(G,H) for an ordered
pair of graphs G and H is the smallest number r such that for every edge coloring c
of G with exactly r colors, there exists an H-subgraph of G such that the coloring
c on H is a rainbow.
We determine exact values of the anti-Ramsey numbers for some particular pairs
of graphs. For example, we show that the exact value of the anti-Ramsey number
ar(Kn, P4) for a pair of graphs Kn and P4 is equal to 4 if n = 4, and is equal to 2
if n ≥ 5. Even though the graphs P4 and C3 have the same number of edges, the
anti-Ramsey numbers ar(Kn, P4) and ar(Kn, C3) differ significantly. This is because
the anti-Ramsey number ar(Kn, C3) is equal to the number n of vertices in Kn. We
also determine the exact value of the anti-Ramsey number for a pair of hypercubes
Qn and Qn−1. It turns out that when n = 3, 4 or 5, the anti-Ramsey number
ar(Qn, Qn−1) is smaller than the number of edges in graph Qn by 3, and in case
when n ≥ 6 it is smaller by 2.
Math. Subj. Class. (2010): 05C07, 05C10, 05C15, 05C30, 05C40, 05C45.
Ključne besede: barvanje povezav, mavrica, anti-Ramseyevo število, hiperkocka




Anti-Ramseyeva števila so prvi obravnavali P. Erdős, M. Simonovits in V. T. Sós
v delu z naslovom Anti-Ramsey theorems [5]. Opazovali so anti-Ramseyeva števila
na polnih grafih. Med drugim je v delu [5] izpeljano anti-Ramseyevo število na
paru grafov Kn in C3, ki je v nadaljevanju podano v lemi 4.12. Kasneje so anti-
Ramseyeva števila raziskovali na različnih parih grafov, med drugim tudi na paru
Hanojskih grafov [8], paru polnih dvodelnih grafov [2] ter paru hiperkock [1].
Iskanje Ramseyevega števila na grafih je v matematiki znan problem. Naj bodo
G1, . . . ,Gk enostavni končni grafi. Ramseyevo število R(G1, . . . , Gk) je najmanjše
tako naravno število n, za katerega pri poljubnem barvanju c povezav polnega grafa
Kn z natanko k barvami najdemo vsaj en monokromatičen Gi-podgraf grafa Kn,
i ∈ [k]. Monokromatičen H-podgraf za barvanje c je tak H-podgraf, za katerega so
barve, ki jih barvanje c priredi povezavam E(G), enake. Pri iskanju anti-Ramseyevih
števil pa je koncept ravno obraten. Za določena grafa G in H namreč iščemo naj-
manjše število barv r, za katero bomo pri poljubnem barvanju povezav grafa G z
natanko r barvami vedno našli tak H-podgraf grafa G, da bo barvanje paroma raz-
ličnim povezavam H-podgrafa dodelilo različne barve. Raziskana so bila tudi števila,
ki povezujejo Ramseyeva in anti-Ramseyeva števila, vendar teh v magistrskem delu
ne bomo obravnavali, so pa predstavljena v [4].
V prvem delu magistrske naloge bodo ob definiciji anti-Ramseyevih števil pred-
stavljene nekatere lastnosti, ki veljajo za anti-Ramseyeva ar(G,H) števila pri po-
ljubnem paru grafov G in H, kjer je H ⊆ G.
V drugem delu magistrske naloge, ki bo tudi najobsežnejši del, bodo predsta-
vljena anti-Ramseyeva števila ar(G,H), kjer je graf G poln graf. Najprej bomo
izpeljali nekaj vrednosti anti-Ramseyevih števil, ki niso odvisna od števila vozlišč
polnega grafa G. Pokazali bomo na primer, da je anti-Ramseyevo število na paru
grafov Kn in P3 ∪ P2 enako 3 za vsak n ≥ 5. V tem delu bodo predstavljena tudi
anti-Ramseyeva števila, za katere je njihova vrednosti linearna glede na število vo-
zlišč n grafa G. Najpomembnejši tak primer je anti-Ramseyevo število ar(Kn, C3),
ki je enako številu vozlišč n.
V tretjem delu bodo predstavljene hiperkocke ter njihove lastnosti. Pokazali
bomo, kakšna je zgornja in spodnja meja anti-Ramseyevega števila na paru dveh
hiperkock ter izpeljali njegovo točno vrednost za dve zaporedni hiperkocki Qn in
Qn−1. Točno vrednost bomo določili tudi za par hiperkock Q4 ter Q2.
V zadnjem delu bo omenjena povezava anti-Ramseyevega števila s Turánovo
funkcijo na paru grafov.
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2 Oznake in osnovne definicije
V magistrski nalogi bomo množico prvih n naravnih števil označevali z oznako [n],
množico prvih n − 1 naravnih števil, skupaj s številom 0, pa z oznako [n]0, torej
[n]0 = [n− 1] ∪ {0}.
Ker bomo v postopkih dokazovanja trditev in izrekov magistrske naloge veliko-
krat uporabili posplošeno Dirichletovo načelo, ga bomo navedli in dokazali kar v
uvodnem delu.
Lema 2.1 (Posplošeno Dirichletovo načelo). Če razdelimo n elementov v k sku-
pin, bo vsaj ena skupina vsebovala največ ⌊n/k⌋ elementov, vsaj ena skupina pa bo
vsebovala vsaj ⌈n/k⌉ elementov.
Dokaz. Predpostavimo, da obstaja taka razdelitev n elementov v k skupin, za katero
je v vsaki skupini vsaj ⌊n/k⌋+1 elementov. Ker bi to pomenilo, da je vseh elementov
vsaj k · (⌊n/k⌋ + 1) > n, taka razdelitev ne obstaja, kar pa pomeni, da za vsako
razdelitev n elementov v k skupin obstaja skupina z največ ⌊n/k⌋ elementi.
Podobno predpostavimo, da obstaja taka razdelitev n elementov v k skupin, pri
kateri bo vsaka skupina vsebovala največ ⌈n/k⌉ − 1 elementov. Ker bi to pomenilo,
da je vseh elementov največ k · (⌈n/k⌉ − 1) < n, taka razdelitev ne obstaja, kar pa
pomeni, da za vsako razdelitev n elementov v k skupin obstaja skupina z najmanj
⌈n/k⌉ elementi.
Osnovne definicije na grafih
Graf je urejen par G = (V,E) množice vozlišč V = V (G) in množice povezav
E = E(G). Množica povezav E(G) grafa G je množica (urejenih) parov vozlišč.
Če so elementi množice E(G) urejeni pari, pravimo, da je graf G usmerjen, sicer
pravimo, da je graf G neusmerjen. Povezavo e ∈ E(G) neusmerjenega grafa, ki ima
krajišči v vozliščih u in v, označujemo tudi z uv ali {u, v}, odvisno od konteksta.
Povezavo e ∈ E(G) usmerjenega grafa od vozlišča u do vozlišča v označujemo tudi z
uv ali (u, v). Število vozlišč grafa G označujemo z n(G) ali |V (G)|, število povezav
pa z m(G) ali |E(G)|.
Zanka v grafu G je povezava, ki ima obe krajišči v istem vozlišču. Enostaven
graf je neusmerjen graf brez zank, za katerega so elementi množice povezav paroma
različni. Grafu, v katerem so dovoljene večkratne povezave, ne pa tudi zanke, pra-
vimo multigraf . Grafu, v katerem so dovoljene večkratne povezave in zanke, pravimo
psevdograf . Urejeni trojici (V (G), E(G), w), kjer V (G) predstavlja množico vozlišč,
E(G) množico povezav, w pa funkcijo, ki vsaki povezavi iz E(G) priredi realno šte-
vilo (utež ), pravimo utežen graf . V nadaljevanju magistrske naloge bodo vsi grafi,
za katere ne bo rečeno drugače, enostavni.
Za znane družine neusmerjenih grafov bomo uporabljali standardne oznake. Poln
graf na množici n vozlišč {vi}i∈[n] je graf z množico povezav {vivj; i, j ∈ [n], i < j}.
Za polne grafe na n vozliščih bomo uporabljali oznako Kn. Grafu na množici n
vozlišč {vi}i∈[n] in množici povezav {vivi+1; i ∈ [n− 1]} pravimo pot dolžine n in ga
označimo s Pn. Grafu na množici n vozlišč {vi}i∈[n] in množici povezav {vivi+1; i ∈
[n− 1]} ∪ {v1vn} pravimo cikel dolžine n in ga označimo s Cn.
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Unija grafov G1 in G2 je graf G z množico vozlišč V (G) = V (G1) ∪ V (G2) ter
množico povezav E(G) = E(G1) ∪ E(G2). Unijo G′ ∪G′′ dveh paroma disjunktnih
(V (G′) ∩ V (G′′) = ∅) kopij grafa G označimo s 2G. Podobno unijo k paroma
disjunktnih kopij grafa G označimo s kG.
Graf H je podgraf grafa G, če velja V (H) ⊆ V (G) in E(H) ⊆ E(G). Graf H
je vpet podgraf grafa G, če velja V (H) = V (G) in E(H) ⊆ E(G). Podobno je H
induciran podgraf grafa G, če velja V (H) ⊆ V (G) in E(H) = {uv; uv ∈ E(G), u ∈
V (H), v ∈ V (H)}. Podgrafu grafa G, ki je izomorfen grafu H, pravimo H-podgraf
grafa G.
Za dve vozlišči u, v ∈ V (G) grafa G pravimo, da sta sosedni ali povezani , če velja
uv ∈ E(G). Odprta soseščina vozlišča v v grafu G je množica vozlišč N(u) := {u ∈
G; uv ∈ E(G)}. Zaprta soseščina vozlišča v v grafu G je množica vozlišč N [v] :=
N(v) ∪ {v}. Stopnja vozlišča v, deg(v), v grafu G je število sosedov vozlišča v, t.j.
deg(v) = |N(v)|. Če iz konteksta ni razvidno, v katerem grafu opazujemo stopnjo
vozlišč, stopnjo vozlišča u v grafu G zapisujemo z degG(u). Maksimalna stopnja
vozlišč grafa G, ∆(G), je definirana kot ∆(G) = maxv∈V (G){deg(v)}. Podobno je
minimalna stopnja vozlišč grafa G, δ(G), definirana kot δ(G) = minv∈V (G){deg(v)}.
Graf G je regularen, če zanj velja δ(G) = ∆(G), torej če imajo vsa vozlišča grafa
G isto stopnjo. Pravimo, da je G r-regularen, če velja δ(G) = ∆(G) = r. V
tem primeru številu r pravimo regularnost grafa G. Množica vozlišč A grafa G,
A ⊆ V (G), je neodvisna, če za vsak par vozlišč u, v ∈ A velja uv ̸∈ E(G). Stopnja
vozlišč je s številom vseh povezav grafa G povezana z naslednjo lemo, ki jo dokažemo
po principu dvojnega preštevanja.




Za povezavo e ∈ E(G), ki ima eno krajišče v vozlišču v, pravimo, da je incidenčna
z vozliščem v. Za povezavi e ∈ E(G) in f ∈ E(G) grafa G pravimo, da sta disjunktni
oz. neodvisni , če nimata skupnega krajišča. Če imata povezavi e in f natanko eno
skupno krajišče, pravimo, da sta sosedni . Množica paroma neodvisnih povezav M
grafa G moči k se imenuje k-prirejanje. V nadaljevanju bomo k-prirejanje grafa G
označevali s kP2, saj graf kP2 ⊆ G natanko določa množico povezav k-prirejanja in
obratno.
Za grafa G in H pravimo, da sta povezavno disjunktna oz. disjunktna po pove-
zavah, če velja E(G) ∩E(H) = ∅. Hkrati sta grafa G in H vozliščno disjunktna, če
velja V (G) ∩ V (H) = ∅. Hitro vidimo, da je disjunktnost po vozliščih strožji pogoj
od disjunktnosti po povezavah.
Sprehod P v grafu G je zaporedje vozlišč u0u1 . . . uk, kjer je uiui+1 ∈ E(G) za
vsak i ∈ [k]0. Za sprehod P uporabljamo tudi izraz u0uk-sprehod , za vozlišči u0
in uk pa izraz krajišči sprehoda P . Obhod je sprehod, v katerem velja u0 = uk.
Sprehod P je pot , če so vsa vozlišča paroma različna. Sprehod P je cikel , če zanj
velja u0 = uk (je obhod) in so vsa vozlišča (razen vozlišč u0 in uk) paroma različna.
Graf G je povezan, če za poljuben par vozlišč u ∈ V (G) in v ∈ V (G) v grafu
G obstaja uv-sprehod. Na grafu G definirajmo relacijo RG, tako da sta vozlišči a
in b in V (G) v relaciji RG, če v grafu grafu G obstaja uv-sprehod. Ekvivalenčnim
razredom relacije RG v grafu G pravimo komponente grafa G. Število komponent
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grafa označujemo z Ω(G). Za poljubni vozlišči u in v iz iste komponente grafa G
definiramo razdaljo d(u, v) kot dolžino najkrajše u, v-poti.
Drevo je povezan graf brez ciklov. Gozd je graf brez ciklov. Njegove komponente
so torej drevesa. List je vozlišče stopnje 1. Za drevo G velja m(G) = n(G) − 1, za
gozd H pa m(H) = n(H)− Ω(H).
Graf G je dvodelen, če obstaja razbitje množice vozlišč V (G) na dve podmnožici
A in B, za kateri ima vsaka povezava grafa G eno krajišče v množici A, drugo
krajišče pa v množici B.
Naslednji izrek, ki ga bomo uporabili v postopkih dokazovanja v magistrski na-
logi, podaja povezavo med dolžinami ciklov grafa G in dvodelnostjo grafa G.
Izrek 2.3. Graf G na vsaj dveh vozliščih je dvodelen natanko takrat, ko ne vsebuje
lihih ciklov.
Dokaz. (⇒): Naj bo G graf, ki vsebuje cikel C dolžine 2k + 1 za nek k ≥ 1. Z
v−k . . . vk označimo zaporedje, ki določa cikel C. Predpostavimo, da je G dvodelen
graf in naj množici A in B predstavljata dvodelno razbitje grafa G. Brez izgube za
splošnost lahko predpostavimo, da velja v0 ∈ A. Potem zaradi dvodelnosti za lihe
i ∈ [k] velja {v−i, vi} ⊆ B, za sode i ∈ [k] pa {v−i, vi} ⊂ A. Posledično sta vozlišči
v−k in vk hkrati v isti množici, kar je v protislovju z dvodelnostjo grafa G, saj je
v−kvk ∈ E(G). Graf, ki vsebuje cikel lihe dolžine, torej ni dvodelen.
(⇐): Naj bo G graf brez lihih ciklov. Predpostavimo, da je graf G povezan.
Naj bo u poljubno vozlišče grafa G. Naj bo množica A podmnožica vozlišč v ∈
V (G) \ {u}, za katere je d(u, v) sodo število, skupaj z vozliščem u, množica B pa
podmnožica vozlišč v ∈ V (G) \ {u}, za katere je d(u, v) liho število. Če bi v množici
A obstajala povezava med v1 in v2, bi unija najkrajših poti med u in v1 ter u in v2
skupaj s povezavo uv tvorila lihi cikel, kar je v protislovju s predpostavko, da graf
G nima lihih ciklov. Enako dokažemo, da vozlišča iz množice B niso povezana. Ker
je razdalja d(u, v) med vozliščema u in v enolično definirana, sta množici A in B
disjunktni, njuna unija pa tvori celotno množico V (G). Graf G je zato dvodelen.
Če graf G ne bi bil povezan, bi na enak način kot prej definirali množici Ai in
Bi za vsako komponento grafa G. Množici A in B, ki dokazujeta dvodelnost grafa
G, bi bili v tem primeru A = ∪iAi in B = ∪iBi.
Naj bo C cikel v grafu G dolžine vsaj 4. Tetiva v ciklu C je poljubna povezava
grafa G, ki povezuje dve nezaporedni vozlišči cikla C. Graf G je tetiven, če ima vsak
cikel dolžine vsaj 4 najmanj eno tetivo.
Bijektivna preslikava f : V (G) → V (H) je izomorfizem med G in H, če je vsak
par vozlišč u, v ∈ V (G) soseden v grafu G (uv ∈ E(G)) natanko takrat, ko sta v grafu
H sosedni vozlišči f(u) in f(v) (f(u)f(v) ∈ E(H)). Grafa G in H sta izomorfna, če
med njima obstaja izomorfizem f : V (G) → V (H). Izomorfizem f : V (G) → V (G),
ki graf G slika v samega sebe, se imenuje avtomorfizem.
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3 Definicija in lastnosti anti-Ramseyevih števil
V tem poglavju, ki je povzeto predvsem po [3], bo predstavljena definicija anti-
Ramseyevih števil, kot je podana v [3]. V literaturi se pojavljata dve sorodni defini-
ciji anti-Ramseyevih števil. V magistrski nalogi definiramo anti-Ramseyevo število
kot število, ki je ponekod znano pod imenom mavrično število, angl. “rainbow num-
ber", ki je za 1 večje od druge definicije anti-Ramseyevih števil, angl. “anti-Ramsey
number". V tem poglavju bodo predstavljene tudi lastnosti anti-Ramseyevih števil
za poljuben par grafov G in H, pri čemer je H ⊆ G.
3.1 Definicije
Ker anti-Ramsejeva števila predstavljajo število paroma različnih barv barvanj pove-
zav grafov z določeno lastnostjo, moramo najprej definirati barvanje povezav grafov.
Definicija 3.1. Naj bo G graf z množico vozlišč V (G) in množico povezav E(G).
Preslikavo cE : E(G) → [k] imenujemo k-barvanje povezav grafa G. Naj bo H
podgraf grafa G. S cE|H označimo zožitev barvanja cE na graf H.
Definicija 3.2. Barvanje povezav cE : E(G) → [k] je mavrica, če za poljubni različni
povezavi e, f ∈ E(G) velja cE(e) ̸= cE(f).
Ker bomo v magistrski nalogi obravnavali le barvanja povezav, bomo namesto
oznake cE uporabljali kar oznako c.








Slika 1: Mavrica na polnem grafu K5
Definicija 3.4. Naj bosta G in H enostavna grafa. Anti-Ramsejevo število ar(G,H)
urejenega para grafov G in H je najmanjše naravno število r, pri katerem za vsako
r-barvanje povezav c grafa G z natanko r barvami obstaja H-podgraf H∗ ⊆ G, za
katerega je zožitev c|H∗ mavrica.
Iz definicije 3.4 sledi, da obstaja tako barvanje c povezav grafa G z natanko
ar(G,H)−1 barvami, za katerega ne obstaja tak H-podgraf H∗ grafa G, pri katerem
bi bila zožitev c|H∗ mavrica. V nadaljevanju bomo zožitev barvanja c na H-podgraf
H∗ označevali kar s c|H.
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Za dokazovanje zgornje meje anti-Ramsejevega števila ar(G,H) je dovolj, da
dokažemo, da za vsako barvanje c grafa G z natanko ar(G,H) različnimi barvami
vedno najdemo H-podgraf, za katerega je zožitev c|H mavrica. Da dokažemo, da
tudi za barvanje d povezav grafa G z natanko r > ar(G,H) različnimi barvami
obstaja H-podgraf, za katerega je zožitev d|H mavrica, mu priredimo barvanje d′,
ki (r − ar(G,H) − 1) barv izenači z eno imed njih. Barvanje d′ je tako barvanje
povezav grafa G z natanko ar(G,H) različnimi barvami. Zanj torej obstaja H-
podgraf H∗ grafa G, za katerega je zožitev d′|H mavrica. Zaradi definicije barvanja
d′ graf H∗ tudi za barvanje d določa zožitev d|H, ki je mavrica.
V postopkih dokazovanja trditev in izrekov si bomo v magistrski nalogi pomagali
z oznakami, ki se navezujejo na barvanja povezav grafov.
Za poljubno barvanje c povezav grafa G in poljubno podmnožico F ⊆ E(G)
povezav grafa G bomo s
c(F ) = {c(f); f ∈ F}
označevali množico barv, ki jo barvanje c priredi povezavam iz množice F . Hkrati
bomo za poljubno barvanje c povezav grafa G in poljubno vozlišče v ∈ V (G) s
Cc(v) := {c(v, u); u ∈ V (G) \ {v}, uv ∈ E(G)}
označevali množico vseh barv, ki jih barvanje c priredi povezavam, incidenčnim z
vozliščem v. Moč te množice bomo označevali z dc(v) Za poljubno barvo a barvanja
c povezav grafa G in poljubno vozlišče v ∈ V (G) bomo z
Nc(v; a) = {e ∈ E(G); e = uv, u ∈ V (G) \ {v}, c(uv) = a}
označevali množico povezav e, ki so incidenčne z vozliščem v in za njih velja c(e) = a.
Primer 3.5. Zgornje oznake si bomo ogledali na primeru barvanja c povezav grafa
G na sliki 2. Naj bo F množica povezav cikla C4 v grafu G, torej F = E(C4). Potem
je množica barv povezav iz množice F enaka množici c(F ) = {1, 2, 3}. Za vozlišče
v1 ∈ V (G) je množica vseh barv, ki jih barvanje c priredi povezavam, incidenčnim s
tem vozliščem, enaka Cc(v1) = {2, 3, 4, 5, 6}, torej je število dc(v1) enako 5. Barvo 2
barvanje c izmed povezav, incidenčnih z vozliščem v1, priredi povezavam iz množice
















Slika 2: Barvanje c povezav grafa G.
6
Oglejmo si še pojem w-barva barvanja c, ki ga uporabljamo pri dokazovanju
vrednosti anti-Ramseyevih števil, kjer je graf iz prvega argumenta poln graf.
Definicija 3.6. Naj bo c barvanje povezav grafa G in w ∈ V (G). Barvi b barvanja
c pravimo w-barva, če ima vsaka povezava e, za katero velja c(e) = b, krajišče v
vozlišču w.
Na grafu G iz slike 2 so barve 2, 4, 5 in 6 v1-barve barvanja c, medtem ko barva
3 ni v1-barva barvanja c, saj to barvo barvanje c priredi tudi povezavi v2v3, ki ni
incidenčna z vozliščem v1.
3.2 Splošne lastnosti
V tem poglavju je podanih nekaj lastnosti anti-Ramseyevega števila, ki veljajo za
poljuben par grafov G in H, kjer je H ⊆ G. Podani bosta zgornja in spodnja meja
anti-Ramseyevega števila ar(G,H) na poljubnem paru grafov G in H, H ⊆ G, ter
razmerje med anti-Ramseyevima številoma ar(G,H1) in ar(G,H2) za H2 ⊆ H1 ⊆ G.
Tako kot Ramseyeva števila so tudi anti-Ramseyeva števila končna. Za razliko od
Ramseyevih števil pa je zgornja meja za anti-Ramseyeva števila veliko bolj očitna.
Trditev 3.7. Za vsako anti-Ramseyevo število na urejenem paru grafov H ⊆ G
velja
ar(G,H) ≤ m(G).
Dokaz. Naj bo c barvanje povezav grafa G, ki je mavrica. Barvanje c je tako barvanje
z natanko m(G) barvami. Ker je anti-Ramseyevo število definirano na paru grafov
G in H, kjer je H ⊆ G, v grafu G obstaja vsaj en H-podgraf. Hkrati je za poljuben
H-podgraf zožitev c|H barvanja c na podgraf H ⊆ G tudi mavrica, saj v grafu G
ne obstajata dve povezavi, ki bi jima barvanje c priredilo isto barvo.
Posledica 3.8. Za poljuben graf G velja
ar(G,G) = m(G).
Podobno kot zgornjo mejo anti-Ramseyevih števil dokažemo tudi spodnjo mejo.
Trditev 3.9. Za vsako anti-Ramseyevo število na urejenem paru grafov H ⊆ G
velja
ar(G,H) ≥ m(H).
Dokaz. Zožitev barvanja povezav grafa G na podgraf H bo mavrica, če bodo vse
povezave grafa H prejele paroma različne barve. Da bo ta pogoj izpolnjen, moramo
pri barvanju grafa G uporabiti najmanj toliko barv, kot ima graf H povezav.
Trditev 3.10. Naj bo H2 ⊆ H1 ⊆ G. Potem velja
ar(G,H2) ≤ ar(G,H1).
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Dokaz. Naj bo H2 podgraf grafa H1 in naj bo r = ar(G,H1). To pomeni, da pri
poljubnem barvanju c povezav grafa G z vsaj r barvami obstaja H1-podgraf, za
katerega je zožitev c|H1 mavrica. Oglejmo si zožitev (c|H1)|H2 barvanja c|H1 na
H2-podgraf. Ker velja H2 ⊆ H1 ⊆ G, je ta zožitev enaka zožitvi barvanja c iz grafa
G na H2. Zožitev barvanja, ki povezave obarva s paroma različnimi barvami, je spet
barvanje povezav s paroma različnimi barvami. Naj bo H∗1 tisti H1-podgraf grafa G,
pri katerem je zožitev c|H1 mavrica. Tedaj katerikoli H2-podgraf grafa H∗1 določa
zožitev barvanja c|H2, ki je mavrica.
Zgornja lastnost je ponazorjena v primeru 3.10, kjer je G = K4, H1 = C3 in H2 =
P2. Kasneje bomo dokazali, da velja ar(K4, C3) = 4, kar pomeni, da pri poljubnem
barvanju c povezav grafa K4 obstaja C3-podgraf, za katerega je zožitev c|C3 mavrica.
Katerikoli P2-podgraf tega C3-podgrafa tako določa zožitev c|P2 barvanja c, ki je
tudi mavrica.













Slika 3: Barvanje c (levo), mavrica c|C3 (sredina) in mavrica c|P2 (desno).
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4 Anti-Ramseyeva števila na polnih grafih
Rezultati tega poglavja so povzeti predvsem po [3]. Anti-Ramsejeva števila ar(G,H),
kjer je G poln graf, so med anti-Ramseyevimi števili najbolj raziskana. V tem
poglavju si bomo ogledali anti-Ramseyeva števila ar(Kn, H), kjer je H ⊆ Kn graf,
ki ima manj kot 10 povezav. Ločili bomo primere, ko je anti-Ramseyevo število
ar(Kn, H) konstantno, in primere, ko je anti-Ramseyevo število ar(Kn, H) linearno
glede na število vozlišč n polnega grafa Kn. Podano bo tudi anti-Ramseyevo število
ar(Kn, kP2) za poljubno prirejanje v grafu Kn, ki je dokazano v [7].
4.1 Konstantna anti-Ramseyeva števila na polnih grafih
Najbolj preprosto anti-Ramseyevo število je anti-Ramseyevo število na paru grafov
Kn in P2.
Trditev 4.1. Naj bo n ≥ 2. Potem velja
ar(Kn, P2) = 1.
Dokaz. Ker je P2 graf z eno samo povezavo, je pogoj, da so vse povezave paroma
različno obarvane, na prazno izpolnjen pri poljubnem barvanju c povezav polnega
grafa Kn.
Na enak način bi dokazali, da je tudi anti-Ramseyevo število ar(G,P2) enako 1
za poljuben graf G, za katerega je m(G) ≥ 1.
Trditev 4.2. Naj bo n ≥ 3. Potem velja
ar(Kn, P3) = 2.
Dokaz. Ker je m(P3) = 2, po lastnosti trditve 3.9 velja ar(Kn, P3) ≥ 2. Pri po-
ljubnem barvanju c povezav grafa Kn, n ≥ 3, z natanko dvema barvama obstaja
vozlišče v, ki je krajišče vsaj dvema povezavama, ki jima barvanje c priredi različni
barvi. Ti dve povezavi, skupaj z njunimi krajišči, določata P3-podgraf, pri katerem
je zožitev c|P3 mavrica. Ker tak P3-podgraf obstaja, je ar(Kn, P3) ≤ 2.
V nadaljevanju bomo pri dokazovanju anti-Ramseyevih števil na polnih grafih z
vsaj petimi vozlišči upoštevali lastnost 4.3 poljubnega barvanja c povezav polnega
grafa z vsaj dvema različnima barvama.
Lema 4.3. Za poljubno barvanje c povezav grafa Kn, n ≥ 5, z vsaj dvema različnima
barvama obstajata disjunktni povezavi e, f ∈ E(Kn), za kateri velja c(e) ̸= c(f).
Dokaz. Pri poljubnem barvanju c povezav grafa Kn, n ≥ 5, z vsaj dvema barvama,
obstajata povezavi e1 in e2, za kateri velja c(e1) ̸= c(e2). Če sta e1 in e2 disjunktni,
sta to iskani povezavi e in f . V nasprotnem primeru obstaja povezava f , ki je
disjunktna s povezavama e1 in e2. Ker velja c(e1) ̸= c(e2), je barva c(f) različna
vsaj od ene od barv c(e1) in c(e2). Brez izgube za splošnost lahko predpostavimo, da
velja c(f) ̸= c(e1). Povezavi e = e1 in f sta torej disjunktni in velja c(e) ̸= c(f).
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Lema 4.4. Za n ≥ 4 velja
ar(Kn, 2P2) =
{
4; n = 4,
2; n ≥ 5.
Dokaz. Graf K4 ima natanko tri povezavno disjunktne podgrafe, izomorfne grafu
2P2, katerih unija pokrije celoten graf. Na sliki 4 je prikazano barvanje povezav d
grafa K4 s tremi barvami, pri katerem ne obstaja 2P2-podgraf grafa K4, za katerega
bi bila zožitev d|2P2 mavrica. Ker tako barvanje povezav grafa K4 z natanko tremi





Slika 4: Barvanje c povezav grafa K4, pri katerem ne obstaja tak 2P2-podgraf, da
bi bila zožitev c|2P2 mavrica.
Pri barvanju c povezav grafa K4 z natanko 4 barvami bo barvanje c po Dirichle-
tovem načelu vsaj enemu od paroma disjunktnih 2P2-podgrafov priredilo različni
barvi. Ker je zožitev c|2P2 barvanja c na ta podgraf mavrica, velja ar(K4, 2P2) ≤ 4.
Ker je m(2P2) = 2, po trditvi 3.9 velja ar(Kn, 2P2) ≥ 2. Pri poljubnem barvanju
c povezav grafa Kn, n ≥ 5, z vsaj dvema barvama, po lemi 4.3 obstajata disjunktni
povezavi e1 in e2, za kateri velja c(e1) ̸= c(e2). Ti dve povezavi določata skupaj z
njunimi krajišči 2P2-podgraf, za katerega je zožitev c|2P2 mavrica. Za n ≥ 5 tako
velja ar(Kn, 2P2) ≤ 2.
Trditev 4.5. Za n ≥ 4 velja
ar(Kn, P4) =
{
4; n = 4,
3; n ≥ 5.
Dokaz. Ker je 2P2 ⊂ P4, po trditvi 3.10 velja ar(Kn, P4) ≥ ar(Kn, 2P2). Hkrati
po lemi 4.4 velja ar(K4, 2P2) = 4. Posledično je ar(K4, P4) ≥ 4. Pri poljubnem
barvanju c povezav grafa K4 z vsaj štirimi barvami po lemi 4.4 obstajata disjunktni
povezavi e1 in e2 (graf 2P2, ki določa mavrico), za kateri velja c(e1) ̸= c(e2). Ker
je c barvanje povezav grafa K4 z vsaj štirimi barvami, obstajata med preostalimi
povezavami (različnimi od e1 in e2) dve povezavi e3 in e4, ki jima barvanje c priredi
različni barvi in za kateri hkrati velja {c(e3), c(e4)} ∩ {c(e1), c(e2)} = ∅. Povezave
e1, e2, e3 in e4 tako določajo P4-podgraf, pri katerem je zožitev c|P4 mavrica. Zato
velja ar(K4, P4) ≤ 4 in posledično ar(K4, P4) = 4.
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Po trditvi 3.9 za n ≥ 5 velja ar(Kn, P4) ≥ m(P4) = 3. Naj bo c poljubno barvanje
povezav z natanko tremi barvami. Brez izgube za splošnost lahko predpostavimo, da
je množica barv barvanja c enaka množici [3] = {1, 2, 3}. Naj bo vozlišče v ∈ V (Kn)
vozlišče, za katero velja dc(v) > 1 (povezave, incidenčne z vozliščem v pri barvanju c,
prejmejo vsaj dve različni barvi). Tako vozlišče obstaja, saj bi graf Kn v nasprotnem
primeru bil obarvan le z eno barvo. V naslednjem koraku glede na vrednost dc(v)
ločimo dva primera.
Primer 1: dc(v) = 2
Naj bo xy poljubna povezava grafa Kn, za katero velja Nc(v; c(xy)) = ∅. Taka
povezava obstaja, saj je dc(v) = 2 in graf Kn barvamo z natanko tremi barvami.
Če velja c(vx) = c(vy), iz lastnosti dc(v) = 2 sledi, da obstaja vozlišče u, za katero
je c(vu) ̸= c(vx). Zaporedje vozlišč uvxy določa P4-podgraf, za katerega je zožitev
c|P4 mavrica (slika 5(a)). V primeru, ko c(vx) ̸= c(vy), za poljubno vozlišče w,
različno od vozlišč v, x in y iz lastnosti dc(v) = 2 sledi, da velja ena ob možnosti
c(vw) = c(vx) ali c(vw) = c(vy). Če velja c(vw) = c(vx), je podgraf, ki ga določa
zaporedje vozlišč xyvw, P4-podgraf, za katerega je zožitev c|P4 mavrica (slika 5(b)).



























Slika 5: P4-podgraf, ki v primeru dc(v) = 2 določa mavrico c|P4.
Primer 2: dc(v) = 3
Ker je n ≥ 5 in je m(K5) = 10, po Dirichletovem načelu 2.1 obstaja barva a ∈ [3],
za katero velja |Nc(v; a)| ≥ 2. Naj bosta x1 in x2 vozlišči, za kateri velja c(vx1) =
c(vx2) = a. Z y1 in y2 označimo vozlišči, za kateri je c(vy1) ̸= a, c(vy2) ̸= a in
c(vy1) ̸= c(vy2). Taki vozlišči obstajata, ker je dc(v) = 3. Barve a, c(vy1) in c(vy2)
so torej vse barve barvanja c, kar pomeni, da je c(x1y1) ∈ {a, c(vy1), c(vy2)}. V
primeru, ko je c(x1, y1) = a, iskan P4-podgraf, za katerega je zožitev c|P4 mavrica,
določa zaporedje vozlišč x1y1vy2 (slika 6(a)). Če je c(x1y1) = c(vy1), tak P4-podgraf
določa zaporedje vozlišč y1x1vy2 (slika 6(b)), za c(x1y1) = c(vy2) pa zaporedje vozlišč
x1y1vx2 (slika 6(c)).
Za poljubno barvanje c povezav grafa Kn, n ≥ 5, z vsaj tremi barvami torej





























(a) c(x1y1) = a (b) c(x1y1) = c(vy1) (c) c(x1y1) = c(vy2)
Slika 6: P4-podgraf, ki v primeru dc(v) = 3 glede na barvanje c določa mavrico.
Trditev 4.6. Za n ≥ 5 velja
ar(Kn, P3 ∪ P2) = 3.
Dokaz. Po trditvi 3.9 velja ar(Kn, P3 ∪ P2) ≥ m(P3 ∪ P2) = 3. Naj bo c poljubno
barvanje povezav grafa Kn z natanko tremi barvami. Po lemi 4.4 za n ≥ 5 ob-
staja 2P2-podgraf, za katerega je zožitev c|2P2 mavrica. Vozlišča, ki določajo ta
2P2-podgraf, označimo z x1, x2, y1 in y2 tako, da bo veljalo c(x1x2) ̸= c(y1y2). V
nadaljevanju dokaza bomo za barvo c(x1x2) uporabljali oznako b1, za barvo c(y1y2)
oznako b2, za barvo, ki je različna od b1 in b2, pa oznako b3. Množica barv {b1, b2, b3}
je torej množica vseh barv barvanja c. Ker je c barvanje z natanko tremi barvami,
obstaja povezava z1z2, za katero je c(z1z2) = b3. Ker vozlišči z1 in z2 nista nujno
različni od vozlišč x1, x2, y1 in y2, glede na |{z1, z2}∩{x1, x2, y1, y2}| ločimo naslednje
primere:
Primer 1: |{z1, z2} ∩ {x1, x2, y1, y2}| = 1
Povezave x1x2, y1y2 in z1z2 določajo P3∪P2-podgraf, za katerega je zožitev c|(P3∪P2)









Slika 7: Primer P3 ∪ P2-podgrafa, za katerega je c|(P3 ∪ P2) mavrica.
Primer 2: |{z1, z2} ∩ {x1, x2, y1, y2}| = ∅
Za dokaz tega primera ločimo štiri podprimere:
12
Primer 2.1: c(x1y1) ̸= b3 (slika 8(a)
Ker b1 = c(x1x2) ̸= c(y1y2) = b2, bo c(x1y1) različna vsaj od ene od barv b1 in b2.
Brez škode za splošnost lahko predpostavimo, da velja c(x1y1) ̸= b1. Ker hkrati po
predpostavki velja c(x1y1) ̸= b3, mora veljati c(x1y1) = b2. Zaporedji vozlišč x2x1y1
in z1z2 tako določata (P3 ∪ P2)-podgraf grafa Kn, pri katerem je zožitev c|(P3 ∪ P2)
mavrica.
Primer 2.2: c(y1z1) ̸= b1 (slika 8(b)
Barva c(y1z1) je torej enaka eni izmed barv b2 in b3. Zaradi simetrije lahko brez
škode za splošnost predpostavimo, da je c(y1z1) = b3. Zaporedji vozlišč x1x2 in
y2y1z1 potem določata (P3∪P2)-podgraf, pri katerem je zožitev c|(P3 ∪P2) mavrica.
Primer 2.3: c(x2z2) ̸= b2 (slika 8(c)
Barva c(x2z2) je torej enaka eni izmed b1 in b3. Zaradi simetrije lahko brez škode za
splošnost predpostavimo, da je c(x2z2) = b3. Zaporedji vozlišč x1x2z2 in y1y2 tako
določata (P3 ∪ P2)-podgraf grafa Kn, pri katerem je zožitev c|(P3 ∪ P2) mavrica.
Primer 2.4: c(x1y1) = b3, c(y1z1) = b1 in c(x2z2) = b2 (slika 8(d).
Ta primer predstavlja podprimer, različen od vseh zgornjih podprimerov. V tem
podprimeru sta zaporedji vozlišč, ki določata (P3∪P2)-podgraf grafa Kn, pri katerem




































Slika 8: Mavrice cE|(P3 ∪ P2), ko je |{z1, z2} ∩ {x1, x2, y1, y2}| = ∅.
Primer 3: |{z1, z2} ∩ {x1, x2, y1, y2}| = 2 oz. {z1, z2} ⊂ {x1, x2, y1, y2}
Ker velja b3 = c(z1z2) ̸= c(x1x2) = b1 in b3 = c(z1z2) ̸= c(y1y2) = b2, vemo, da
velja {z1, z2} ̸= {x1, x2} in {z1, z2} ̸= {y1, y2}. Brez škode za splošnost lahko zato
predpostavimo, da je {z1, z2} = {x2, y2}. Naj bo u poljubno vozlišče, za katerega
velja u ̸∈ {x1, x2, y1, y2}. Ponovno ločimo več podprimerov:
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Primer 3.1: c(ux1) = b1 (slika 9(a)
V tem primeru (P3∪P2)-podgraf, za katerega je zožitev c|(P3∪P2) mavrica, določata
zaporedji vozlišč ux1 in x2y2y1.
Primer 3.2: c(ux1) = b3 (slika 9(b)
V tem primeru (P3∪P2)-podgraf, za katerega je zožitev c|(P3∪P2) mavrica, določata
zaporedji vozlišč ux1x2 in y1y2.
Primer 3.3: c(uy1) = b2 (slika 9(c)
V tem primeru (P3∪P2)-podgraf, za katerega je zožitev c|(P3∪P2) mavrica, določata
zaporedji vozlišč uy1 in y2x2x1.
Primer 3.4: c(uy1) = b3 (slika 9(d)
V tem primeru (P3∪P2)-podgraf, za katerega je zožitev c|(P3∪P2) mavrica, določata
zaporedji vozlišč uy1y2 in x1x2.
Primer 3.5: Če ne velja noben od pogojev iz zgornjih treh podprimerov, bo veljalo
c(ux1) = b2 in c(uy1) = b1 (slika 9(e)). V tem primeru bosta iskani podgraf določali






































Slika 9: Mavrice cE|(P3 ∪ P2), ko je z1 = x2 in z2 = y2.
Za poljubno barvanje cE grafa Kn z natanko tremi barvami (b1, b2 in b3) najdemo
P3 ∪ P2-podgraf, za katerega je zožitev cE|(P3 ∪ P2) mavrica. To pomeni, da velja
neenakost ar(Kn, P3 ∪ P2) ≤ 3.
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4.2 Anti-Ramseyeva števila za k-prirejanja na polnih grafih
Spomnimo se, da je k-prirejanje grafa G natančno določeno s kP2-podgrafom grafa
G. V tem poglavju se bomo torej ukvarjali z iskanjem števila ar(Kn, kP2) za poljubni
naravni števili n in k. V prejšnjih poglavjih smo že pokazali, da velja ar(Kn, P2) = 1
(trditev 4.1), ar(K4, 2P2) = 4 in ar(Kn, 2P2) = 2 za n ≥ 5 (lema 4.4). V tem
poglavju pa bomo podali anti-Ramseyevo število ar(Kn, kP2) za k ≥ 2 in n ≥ 2k+1,
ki je dokazano v [7]. Za anti-Ramseyevo število ar(Kn, kP2) bomo najprej dokazali
dve zgornji meji, ki sta povzeti po [7].
Lema 4.7. Za k ≥ 2 in n ≥ 2k + 1 velja
ar(Kn, kP2) ≥ (k − 2)(2k − 3) + 2.
Dokaz. Definirajmo barvanje c1 : E(Kn) → [(k − 2)(2k − 3) + 1] povezav grafa Kn
z natanko (k − 2)(2k − 3) + 1 barvami. Izberimo množico V1 ⊂ V (Kn) vozlišč moči
2k − 3 ter na grafu Kn definirajmo barvanje c1 tako, da bo zožitev c1|K|V1| na poln










Za primer, ko je k = 3 in n = 7, je barvanje c1 predstavljeno na sliki 10. Če bi
za barvanje c1 obstajal kP2-podgraf, na katerem bi bila zožitev c1|kP2 mavrica, bi
kvečjemu ena povezava iz tega prirejanja ležala zunaj podgrafa K|V1|. Posledično bi
k − 1 povezav tega prirejanja moralo ležati na grafu K|V1|, torej bi moralo veljati
n(K|V1|) ≥ 2(k−1) = 2k−2, kar je v protislovju z lastnostjo |V1| = 2k−3. Posledično
























Slika 10: Barvanje c1 iz dokaza leme 4.7.
Lema 4.8. Za k ≥ 2 in n ≥ 2k + 1 velja





Dokaz. Definirajmo barvanje c2 : E(Kn) → [(k− 2)(n− 1−k2 ) + 1] povezav grafa Kn
z natanko (k−2)(n− 1−k
2
)+1 barvami. Izberemo množico V2 ⊂ V (Kn) vozlišč moči
k−2. Barvanje c2 povezavam polnega grafa na vozliščih V (Kn)\V2 priredi barvo 1,
vsem ostalim povezavam pa paroma različne barve. Tako definirano barvanje je za






, povezav med množicama vozlišč V (Kn) \ V2 in V2 pa natanko






(k − 2)) = (k − 2)(k−3
2
+ (n − k + 2)) + 1 = (k − 2)(n − k−1
2
) + 1 barvami. Če
bi barvanje c2 vsebovalo kP2-podgraf, pri katerem bi bila zožitev c2|2P2 mavrica,
bi lahko le ena povezava iz k-prirejanja imela obe krajišči znotraj polnega grafa na
vozliščih VKn \ V2. V množici V2 ima lahko krajišče le k − 2 povezav, torej imamo
lahko skupaj kvečjemu k − 1 paroma različno obarvanih disjunktnih povezav. Z
barvanjem c2 obarvan graf Kn zato ne vsebuje k-prirejanja kP2, za katerega bi bila



















Slika 11: Barvanje c2 iz dokaza leme 4.8.
Naslednji izrek je v celoti dokazan v [7]. Spodnjo mejo smo dokazali z lemama
4.7 in 4.8, dokaz zgornje meje pa bomo v magistrski nalogi izpustili.
Izrek 4.9. [7] Za k ≥ 2 in n ≥ 2k + 1 velja
ar(Kn, kP2) =
{
(k − 2)(2k − 3) + 2; n ≤ 5k−7
2
;
(k − 2)(n− k−1
2
) + 2; n ≥ 5k−7
2
.
Opomba 4.10. Število ar(Kn, kP2) iz izreka 4.9 lahko zapišemo tudi kot




Če v izrek 4.9 vstavimo n = 2k, dobimo naslednjo posledico.
Posledica 4.11. Za k ≥ 2 velja
ar(K2k, kP2) =
{
(k − 2)(2k − 3) + 2, k ≥ 7;
(k − 2)(3k+1
2
) + 2; k ≤ 7.
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4.3 Linearna anti-Ramseyeva števila na polnih grafih
V tem razdelku bomo opazovali tista anti-Ramseyeva števila, ki imajo v prvem
argumentu poln graf na n vozliščih in so linearna glede na število vozlišč n. Prva
lema je povzeta po [5] in nam podaja anti-Ramseyevo število ar(Kn, C3).
Lema 4.12. Za n ≥ 3 velja
ar(Kn, C3) = n.
Dokaz. Naj bodo vozlišča podana z množico {xi}ni=1 in naj bo barvanje c : E(Kn) →
[n − 1] podano s predpisom c(xi, xj) = min{i, j}. Na sliki 12 je prikazano tako
definirano barvanje na grafu K4. Za barvanje c na Kn, n ≥ 4, ne obstaja C3-
podgraf (trikotnik), za katerega bi bila zožitev c|C3 mavrica. Vozlišče trikotnika z
najmanjšim indeksom je namreč krajišče dveh povezav, ki sta obarvani z isto barvo.








Slika 12: Barvanje c grafa K4 brez mavrice na C3
Naj bo c : E(Kn) → [n] poljubno barvanje povezav grafa Kn z natanko n
barvami. Za vsako barvo i barvanja c izberimo eno povezavo ei grafa Kn, ki jo
barvanje c obarva s to barvo. Povezave iz {ei}i∈[n] inducirajo graf G na kvečjemu n
vozliščih in natanko n povezavah. Graf G ima k, k ∈ [n], komponent. Naj bo H ⊆ G
komponenta grafa G, za katero velja m(H) ≥ n(H) in posledično n(H) ≥ 3. Taka
komponenta obstaja, saj je n(G) ≤ m(G) = n. Če komponenta H ne bi vsebovala
cikla, bi bila drevo, iz česar bi sledila enakost m(H) = n(H) − 1 oz. neenakost
m(H) < n(H), kar je v protislovju z lastnostjo, da je m(H) ≥ n(H). Komponenta
H torej vsebuje cikel dolžine l, l ≥ 3, kar pomeni, da z barvanjem c obarvan graf
Kn vsebuje cikel Cl, l ≥ 3, za katerega je zožitev c|Cl mavrica.
Naj bo Cs najkrajši tak cikel na grafu Kn. Vozlišča tega cikla zaporedoma
označimo z a1, a2, . . . , as, da velja aiai+1 ∈ E(Cs) za 1 ≤ i ≤ s− 1 in asa1 ∈ E(Cs).
Če je s različen od 3, se barva c(a1a3) pojavi v kvečjemu eni od poti, ki ju določata
zaporedji vozlišč a1, a2, a3 in a3, . . . , as. Če se ne pojavi v prvi poti, je zožitev
barvanja c|C3 na cikel C3 na vozliščih a1, a2 in a3 mavrica. Če se barva c(a1a3)
pojavi v prvi poti, se ne pojavi v drugi. Zožitev c|Ck−3 na cikel Ck−3 na zaporedju
vozlišč a3a4 . . . as je mavrica. To nas privede do protislovja, saj smo v obeh primerih
našli cikel Ck, k < s, za katerega bo zožitev c|Ck mavrica. Iz tega sledi, da je s = 3
in je najkrajši tak cikel ravno cikel C3.
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Definicija 4.13. Graf Q definiramo kot graf, ki ga dobimo tako, da grafu C3 dodamo
povezavo z enim krajiščem iz množice vozlišč grafa C3.
Slika 13: Graf Q
Izrek 4.14. Za n ≥ 4 velja
ar(Kn, Q) = n.
Dokaz. Po lemi 4.12 za n ≥ 4 velja ar(Kn, C3) = n. Ker je C3 ⊆ Q, iz trditve 3.10
sledi ar(Kn, Q) ≥ ar(Kn, C3) = n.
Zgornjo mejo bomo dokazali s protislovjem. Predpostavimo torej, da za nek
n ≥ 4 velja ar(Kn, Q) > n. Naj bo N najmanjši tak n ≥ 4, za katerega velja ta
neenakost, in naj bo c barvanje povezav grafa KN z natanko N barvami, pri katerem
ne obstaja tak Q-podgraf grafa KN , da je zožitev c|KN mavrica. Iz leme 4.12 sledi,
da za barvanje c obstaja C3-podgraf grafa KN , za katerega je zožitev c|C3 mavrica.
Vozlišča tega trikotnika označimo z x1, x2 in x3. Ker je zožitev c|C3 barvanja c na
ta trikotnik mavrica, so barve {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3)}, ki jih barvanje c priredi
povezavam tega trikotnika, paroma različne.
Če bi obstajala povezava e = uv, u ̸∈ {x1, x2, x3}, v ∈ {x1, x2, x3}, za katero
bi bila barva c(e) različna od barv {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3)}, bi množica povezav
{x1x2, x1x3, x2x3, e} določala Q-podgraf, za katerega bi bila zožitev c|Q mavrica.
Ker smo predpostavili nasprotno, lahko sklepamo, da takšna povezava ne obstaja.
Za vsak v ∈ V (KN) \ {x1, x2, x3} torej velja c(u, xi) ∈ {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3)},
1 ≤ i ≤ 3. Z d označimo zožitev barvanja c na graf KN \{x1, x2, x3}, ki je izomorfen
grafu KN−3. Barvanje d je posledično barvanje z vsaj N − 3 barvami, pri katerem
ne obstaja Q-podgraf, za katerega bi bila zožitev d|Q mavrica. Ker takšno barvanje
d grafa KN−3 obstaja, velja ar(KN−3, Q) > N − 3. Če velja N − 3 ≥ 4, potem N ni
najmanjše tako naravno število n ≥ 4, za katerega velja ar(Kn, Q) > n, saj to velja
tudi za n = N − 3. Sledi, da je N − 3 < 4 oz. N < 7.








N ≥ 5 in te povezave z barvanjem d barvamo z najmanj N−3 barvami, mora veljati
(N−3)(N−4)
2
≥ N−3 oz. N ≥ 6. Ker mora hkrati veljati neenakost N < 7, velja N = 6.
Graf KN/{x1, x2, x3} je tako graf na treh vozliščih, ki je pri barvanju d oz. c obarvan
s tremi različnimi barvami. Barve teh povezav so različne od barv c(x1x2), c(x1x3)
in c(x2x3). Če trikotniku na vozliščih x1, x2 in x3 dodamo poljubno povezavo oblike
y1y2; y1 ∈ {x1, x2, x3}, y2 ∈ V (KN)/{x1, x2, x3}, dobimo graf, izomorfen grafu Q,
za katerega je zožitev c|Q mavrica. To je v protislovju s predpostavko, da v KN
pri barvanju c takšen graf ne obstaja, iz česar sledi, da je ar(Kn, Q) ≤ n za vsak
n ≥ 4.
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Definicija 4.15. Barvanju povezav polnega grafa Kn z n barvami pravimo cstar
barvanje, če vsem povezavam, incidenčnim z nekim vozliščem v ∈ V (Kn), priredi
paroma različne barve, vsem ostalim povezavam pa barvo, ki je različna od teh barv.








Slika 14: cstar barvanje grafa K5
Trditev 4.17. Za n ≥ 7 velja
ar(Kn, P3 ∪ 2P2) = n+ 1.
Dokaz. Barvanje cstar na grafu Kn je barvanje povezav grafa Kn z natanko n raz-
ličnimi barvami (n− 1 barv za povezave, incidenčne z izbranim vozliščem v, in ena
dodatna barva za vse ostale povezave). Ker je graf P3∪2P2 sestavljen iz treh kompo-
nent, vsaj dve izmed njiju ne vsebujeta izbranega vozlišča v in posledično barvanje
cstar njune povezave obarva z isto barvo. Tako obarvan graf Kn z n barvami to-
rej ne premore podgrafa, izomorfnega grafu P3 ∪ 2P2, za katerega bi bila zožitev
cstar |(P3 ∪ 2P2) mavrica in zato velja ar(Kn, P3 ∪ 2P2) > n.
Naj bo c poljubno barvanje povezav grafa Kn z natanko n+1 različnimi barvami.
Naj bo množica povezav A = {ei}si=1 največja množica paroma disjunktnih povezav,
ki jim barvanje c priredi paroma različne barve. Ker po izreku 4.9 za n ≥ 7 velja
ar(Kn, 3P2) = n+ 1, je s ≥ 3. Definirajmo množico B kot množico povezav, ki jim
barvanje c priredi barvo, ki ni v množici barv {c(ei)}si=1. Z VA označimo množico
krajišč povezav iz A, z VB pa množico krajišč povezav iz B. Poljubna povezava
f ∈ B ima vsaj eno krajišče v množici VA. Če ga ne bi imela, bi množica A ∪
{f} predstavljala množico paroma disjunktnih in z barvanjem c različno obarvanih
povezav, kar pa je v protislovju s predpostavko, da je A največja množica s to
lastnostjo.
Ker so povezave {ei}si=1 paroma disjunktne, velja s ≤ n/2. Množica B posledično
ni prazna, saj je c barvanje povezav z vsaj n + 1 barvami. V naslednjem koraku si
bomo ogledali več primerov.
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Primer 1: Obstaja povezava f ∈ B, ki ima eno krajišče zunaj množice VA.
Vsaka povezava iz množice B ima eno krajišče v množici VA. Naj bo ef tista povezava
iz množice A, ki ima skupno krajišče s povezavo f . Graf, ki ga določajo povezave
f , ef in še poljubni dve povezavi iz A, različni od ef , določajo (P3 ∪ 2P2)-podgraf
grafa Kn, za katerega je zožitev c|(P3 ∪ 2P2) mavrica.
e1 e2 e3 emef
f
. . . . . .
Slika 15: Mavrica na (P3 ∪ 2P2)-podgrafu v primeru, ko obstaja povezava f ∈ B, ki
ima eno krajišče zunaj množice VA.
Primer 2: Vse povezave iz množice B imajo obe krajišči v množici VA in m > 3.
Izberimo poljubno povezavo f ∈ B, ki ima skupno krajišče s povezavama ef1 in ef2 iz
množice povezav A. Graf, ki ga določajo povezave f , ef1 in še poljubni dve povezavi
iz A, različni od ef1 in ef2, določajo (P3 ∪ 2P2)-podgraf grafa Kn, za katerega je
zožitev c|(P3 ∪ 2P2) mavrica.
e1 e2 e3 ef2ef1
f
em. . . . . . . . .
Slika 16: Mavrica na (P3 ∪ 2P2)-podgrafu v primeru, ko imajo vse povezave iz
množice B obe krajišči v množici VA in je m > 3.
Primer 3: Vse povezave iz množice B imajo obe krajišči v množici VA in m = 3.
Konstruirajmo graf G tako, da iz obarvanega grafa c(Kn) za vsako barvo, ki ni v
množici barv {c(e1), c(e2), c(e3)}, vzamemo po eno povezavo te barve. Ločimo dva
podprimera:
Primer 3.1: Graf G vsebuje (P3 ∪ P2)-podgraf H.
Ker ima graf P3 ∪ P2 natanko 5 vozlišč in je n ≥ 7, obstaja povezava e, ki je
disjunktna z grafom H. Graf H skupaj s povezavo e določa (P3 ∪ 2P2)-podgraf,
za katerega je zožitev c|(P3 ∪ 2P2) mavrica. Ker je množica VA množica natanko
šestih vozlišč in je H graf na petih vozliščih, ki so vsa znotraj množice VA (pogoj
primera 3), ima povezava e v množici VA kvečjemu eno krajišče. Povezava e torej
ni element množice B in je posledično c(e) ∈ {c(e1), c(e2), c(e3)}. Povezavam grafa
H ∪{e} torej barvanje c priredi paroma različne barvame. Graf H ∪{e} zato določa




Slika 17: Mavrica na (P3∪2P2)-podgrafu v primeru, ko imajo vse povezave iz množice
B obe krajišči v množici VA pri m = 3 in graf G vsebuje (P3 ∪ P2)-podgraf H.
Primer 3.2: Graf G ne vsebuje (P3 ∪ P2)-podgrafa H.
Ker je n ≥ 7 in je c barvanje povezav grafa Kn z vsaj n + 1 barvami, torej vsaj 8
barvami, je število povezav v grafu G vsaj 5 (3 povezave so v množici A). Posledično
ima graf G vsaj 4 vozlišča. Ker je G graf na največ 6 vozliščih (vsa krajišča povezav
grafa G so v množici vozlišč VA) z najmanj 5 povezavami, obstaja vozlišče v, za
katero velja deg(v) ≥ 2. Obstaja torej P3-podgraf grafa G. Hkrati vemo, da je
maksimalna stopnja vozlišč grafa G največ 4, saj je G graf na podmnožici vozlišč
VA, ki ne vsebuje povezav e1, e2 in e3.
Graf G je povezan. Če ne bi bil povezan, bi vseboval povezavo e, ki ne leži v isti
povezavni komponenti kot volišče v, ki je stopnje vsaj 2. Povezava e in vozlišče v,
skupaj z dvema incidenčnima povezavama, bi določala (P3 ∪ P2)-podgraf grafa G,
kar pa je v protislovju s predpostavko, da tak podgraf v grafu G ne obstaja.
Graf G vsebuje P4-podgraf. Če v grafu G ne bi bilo P4-podrafa, bi zaradi poveza-
nosti morale vse povezave imeti eno skupno krajišče, kar je v protislovju z lastnostjo,
da je maksimalna stopnja vozlišč grafa G največ 4. Naj bodo v1, v2, v3 in v4 tega
podgrafa. Če bi obstajalo vozlišče u ̸∈ {v1, v2, v3, v4}, bi graf G vseboval (P3 ∪ P2)-
podgraf (glej sliko 18), kar je ponovno v protislovju s predpostavko tega primera.
Graf G je torej graf na natanko 4 vozliščih.
v1 v2 v3 v4
u
v1 v2 v3 v4
u
Slika 18: (P3 ∪ 2P2)-podgraf v primeru, ko graf G vsebuje več kot 4 vozlišča.
Ker graf G vsebuje vsaj dve krajišči ene od povezav e1, e2 in e3, lahko vsebuje
največ 5 povezav. Od prej pa vemo, da jih hkrati vsebuje vsaj 5. Graf G je torej graf
na natanko 4 vozliščih z natanko 5 povezavami. Barvanje c je posledično barvanje z
natanko n+ 1 = 8 barvami (5 barv za graf G in barve {c(e1), c(e2), c(e3)}), iz česar
sledi, da je n = 7.
Brez izgube za splošnost lahko predpostavimo, da je graf G v množico vozlišč VA
vpet na način, kot je prikazano na sliki 19. Z xi in yi označimo krajišči povezave ei,
z w pa edino preostalo vozlišče (imamo graf na 7 vozliščih). Brez izgube za splošnost
lahko torej predpostavimo, da je G graf na množici vozlišč V (G) = {x2, y1, y2, y3}










Slika 19: Primer grafa G na množici vozlišč VA ∪ {w}.
Če velja c(wx1) ̸= c(e3), je pri barvanju c mavričen (P3 ∪ 2P2)-podgraf določen
s povezavami wx1, e3, x2y1 in y1y2. Podobno v primeru, ko je c(wx3) ̸= c(e1), pri
barvanju c (P3 ∪ 2P2)-podgraf, za katerega je zožitev c|(P3 ∪ 2P2) mavrica, določajo
povezave wx3, e1, x2y3 in y3y2. V primeru, ko je c(wx1) = c(e3) in c(wx3) = c(e1), pri
barvanju c (P3 ∪ 2P2)-podgraf, za katerega je zožitev c|(P3 ∪ 2P2) mavrica, določajo
povezave wx1, wx3, y1y2 in e2.
Trditev 4.18. Za n ≥ 5 velja
ar(Kn, C3 ∪ P2) =
{
7; n = 5,
n+ 1; n ≥ 6.
Dokaz. Barvanje cstar na grafu Kn je barvanje povezav grafa Kn z natanko n bar-
vami. Za to barvanje ne obstaja (C3 ∪ P2)-podgraf grafa Kn, za katerega bi bila
zožitev cstar |(C3 ∪ P2) mavrica. V grafu (C3 ∪ P2) namreč ni vozlišča, ki bi bilo
krajišče vsaj trem povezavam tega grafa. To pomeni, da sta pri barvanju cstar vsaj
dve povezavi obarvani z isto barvo. Za anti-Ramseyevo število ar(Kn, C3 ∪ P2) zato
velja ar(Kn, C3 ∪ P2) > n.
Na sliki 20 je prikazano tako barvanje d povezav grafa K5 z natanko 6 barvami,
da zanj ne obstaja (C3∪P2)-podgraf grafa K5, za katerega bi bila zožitev d|(c3∪P2)










Slika 20: Barvanje d povezav grafa K5
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Naj bo c barvanje povezav grafa Kn z vsaj r = max{n+1, 7}, torej z vsaj 7 bar-
vami, če je n = 5, in z natanko n+1 barvami, če je n ≥ 6. Ker je r ≥ n+1 za n ≥ 5 in
po izreku 4.12 velja ar(Kn, C3) = n, v grafu Kn obstaja trikotnik C3 z vozlišči x1, x2
in x3, za katerega je zožitev barvanja c|C3 mavrica. Spomnimo se, da s Cc(u) ozna-
čujemo množico barv, s katerimi barvanje c obarva povezave, incidenčne z vozliščem
u. Če je |
⋃3
i=1 Cc(xi)| ≤ n, obstaja povezava e, ki nima nobenega krajišča v množici
{x1, x2, x3} in zanjo velja c(e) ̸∈ {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3)}. V tem primeru triko-
tnik na množici vozlišč {x1, x2, x3}, skupaj s povezavo e, določa (C3 ∪ P2)-podgraf
grafa Kn, za katerega je zožitev d|(C3 ∪ P2) mavrica. V nasprotnem primeru, torej
v primeru, ko velja |
⋃3
i=1Cc(xi)| ≥ n+1, med n− 3 vozlišči V (Kn) \ {x1, x2, x3} po
Dirichletovem načelu 2.1 obstaja vozlišče x4, za katerega velja |{c(xix4)}3i=1| ≥ 2 oz.
|{c(xixj)}1≤i<j≤4| ≥ 5. Glede na moč množice {c(xixj)}1≤i<j≤4 ločimo dva primera:
Primer 1: |{c(xixj)}1≤i<j≤4| = 6
Ker je barvanje c barvanje z vsaj 7 barvami, obstaja povezava e, za katero velja c(e) ̸∈
{c(xixj)}1≤i<j≤4. Zaradi tega pogoja ima povezava e v množici vozlišč {x1, x2, x3, x4}
kvečjemu eno krajišče. Brez izgube za splošnost lahko predpostavimo, da je to
krajišče vozlišče x1. (C3∪2P2)-podgraf grafa Kn, za katerega je zožitev c|(C3∪2P2)










Slika 21: (C3 ∪ 2P2)-podgraf v primeru, ko velja |{c(xixj)}1≤i<j≤4| = 6.
Primer 2: |{c(xixj)}1≤i<j≤4| = 5
V tem primeru je kvečjemu en trikotnik z vozlišči iz množice vozlišč {x1, x2, x3, x4}
takšen, da zanj zožitev c|C3 ni mavrica. Če tak trikotnik obstaja, lahko brez iz-
gube za splošnost predpostavimo, da je to trikotnik x2x3x4. Zožitve barvanja c na
trikotnike x1x2x3, x1x2x4 in x1x3x4 so torej mavrice. V nadaljevanju ločimo dva
podprimera:
Primer 2.1: V grafu Kn obstaja povezava e, ki nima krajišča v x1 in zanjo velja
c(e) ̸∈ {c(xixj)}1≤i<j≤4.
Iz pogojev tega podprimera sledi, da ima e v množici vozlišč {x2, x3, x4} natanko eno
krajišče. Če ima e krajišče v x2, (C3∪ 2P2)-podgraf grafa Kn, za katerega je zožitev
c|(C3 ∪ 2P2) mavrica, določata trikotnik x1x3x4 in povezava e (slika 22). Podobno,
če ima e krajišče v x3, tak (C3∪ 2P2)-podgraf določata trikotnik x1x2x4 in povezava












Slika 22: (C3 ∪ 2P2)-podgraf za podprimer 2.1, ko ima povezava e krajišče v x2.
Primer 2.2: Vse povezave e, za katere velja c(e) ̸∈ {c(xixj)}1≤i<j≤4, imajo eno kra-
jišče v vozlišču x1.
Ker je c barvanje z vsaj 7 barvami, obstajata povezavi x1y1 in x1y2, za kateri ve-
lja c(x1y1) ̸= c(x1y2) in c(x1y1), c(x1y2) ̸∈ {c(xixj)}1≤i<j≤4. Če velja c(y1y2) ∈
{c(x1y1, x1y2)}, (C3 ∪ 2P2)-podgraf grafa Kn, za katerega je zožitev c|(C3 ∪ 2P2)
mavrica, določata trikotnik x2x3x4 in povezava y1y2 (slika 23(a)). V nasprotnem
primeru v trikotniku x2x3x4 obstaja povezava e, za katero je c(e) ̸= c(y1y2). Pove-
zavi x1y1 in x1y2 sta izbrani tako, da je barva c(e) različna tudi od barv c(x1y1) in
c(x1y2). Trikotnik x1y2y2 in povezava e tako določajo (C3 ∪ 2P2)-podgraf grafa Kn,




























Slika 23: (C3 ∪ 2P2)-podgraf za podprimer 2.2
Za barvanje c z vsaj r barvami smo tako v vseh primerih določili (C3 ∪ 2P2)-
podgraf grafa Kn, za katerega je zožitev c|(C3∪2P2) mavrica. Velja torej ar(Kn, C3∪
P2) ≤ r = max{n+ 1, 7}.
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Trditev 4.19. Za n ≥ 6 velja
ar(Kn, P4 ∪ P2) = n+ 1.
Dokaz. Ponovno bomo za dokaz spodnje meje uporabili cstar barvanje grafa Kn. To
je namreč barvanje z natanko n barvami. Za vsak (P4 ∪ P2)-podgraf vsaj ena od
povezanih komponent ne vsebuje izbranega vozlišča v pri barvanju cstar. Če vozlišča
v ne vsebuje komponenta P4, potem vse tri njene povezave barvanje cstar obarva z isto
barvo, torej zožitev cstar |(P4 ∪ P2) ni mavrica. Če komponenta P4 vsebuje vozlišče
v, ga ne more vsebovati komponenta P2. Ker vsaj ena povezava v komponenti P4
nima krajišča v v, je ta obarvana z isto barvo kot povezava v komponenti P2, od tod
ponovno sledi, da zožitev c|(P4 ∪ P2) ni mavrica. Velja torej ar(Kn, P4 ∪ P2) > n.
Zgornjo mejo bomo dokazali z indukcijo po številu vozlišč n grafa Kn. Za bazo
indukcije bomo pokazali, da velja ar(K6, P4 ∪ P2) ≤ 7. Naj bo torej c poljubno
barvanje povezav grafa K6 z vsaj 7 barvami. Ker po izreku 4.9 velja ar(K6, 3P2) = 7,
v grafu Kn obstaja 3P2-podgraf, za katerega je zožitev c|(3P2) mavrica. 3P2-podgraf
grafa K6 je graf na celotni množici vozlišč V (K6). Ker je c barvanje povezav grafa
z vsaj 7 barvami in je 3P2 graf na treh povezavah, obstaja povezava e, ki ni v
3P2-podgrafu in zanjo velja c(e) ̸∈ C(3P2). Ta povezava, skupaj s 3P2-podgrafom,
določa (P4 ∪ P2)-podgraf grafa K6, za katerega je zožitev c|(P4 ∪ P2) mavrica.
Naj bo n ≥ 7. Predpostavimo, da velja ar(Kn−1, P4 ∪ P2) = n (indukcijska
predpostavka). Naj bo sedaj c barvanje povezav grafa Kn z vsaj n+1 barvami. Če
v grafu Kn pri barvanju c obstaja vozlišče v ∈ V (Kn), za katerega ima barvanje c
manj kot dve v-barvi, potem po indukcijski predpostavki v podgrafu G \ v obstaja
(P4 ∪ P2)-podgraf, za katerega je zožitev c|(P4 ∪ P2) mavrica. V nadaljevanju torej
lahko predpostavimo, da za vsako vozlišče u ∈ V (Kn) barvanje c vsebuje vsaj dve
u-barvi.
Naj bodo u, x1, x2 ∈ V (Kn) taka vozlišča grafa Kn, da sta barvi c(ux1) in c(ux2)
paroma različni u-barvi pri barvanju c, ter naj bo y vozlišče grafa Kn, za katerega
velja y ̸∈ {u, x1, x2}. Ker pri barvanju c obstajata vsaj dve y-barvi, obstaja vozlišče
z ̸= u, za katerega je barva c(yz) u-barva. Glede na vozlišče z ločimo dva primera:
Primer 1: z ̸∈ {x1, x2} (slika 24(a))
V tem primeru je za poljubno vozlišče w ̸∈ {u, x1, x2, y, z} graf, določen z zaporedji
vozlišč x1ux2w in yz, (P4 ∪ P2)-podgraf grafa Kn, za katerega je zožitev c|(P4 ∪ P2)
mavrica. Povezava wx2 je namreč pri barvanju c obarvana z barvo, različno od barv
c(ux1), c(ux2), saj sta to u-barvi. Prav tako je barva c(wx2) različna od barve c(yz),
saj je to y-barva barvanja c.
Primer 2: z ∈ {x1, x2} (slika 24(b))
Brez izgube za splošnost lahko predpostavimo, da je z = x1. Po definiciji y-barv
in u-barv, so barve c(ux1), c(ux2) in c(yx1) paroma različne. Hkrati so različne
tudi od barve c(e) katerekoli povezave e grafa Kn, ki nima krajišča v množici vozlišč
{u, x1, x2, y}. Zaporedje vozlišč yx1ux2 in povezava e tako določajo (P4∪P2)-podgraf
grafa Kn, za katerega je zožitev c|(P4 ∪ P2) mavrica.
Ker smo za poljubno barvanje c z natanko n+1 barvami v vseh zgornjih primerih
našli (P4 ∪ P2)-podgraf grafa Kn, za katerega je zožitev c|(P4 ∪ P2) mavrica, velja












Slika 24: (P4 ∪ 2P2)-podgraf grafa Kn
Trditev 4.20. Za n ≥ 5 velja
ar(Kn, P5) = n+ 1.
Dokaz. Naj bo v izbrano vozlišče barvanja povezav cstar grafa Kn, n ≥ 7. V po-
ljubnem P5-podgrafu grafa Kn imata kvečjemu dve povezavi krajišče v vozlišču v.
Posledično v P5-podgrafu obstajata vsaj dve povezavi e in f , ki nimata krajišča v
v, kar pomeni, da sta barvi cstar(e) in cstar(f) enaki. Za barvanje cstar torej ne ob-
staja P5-podgraf, za katerega bi bila zožitev cstar |P5 mavrica. Ker je cstar barvanje
povezav z natanko n barvami, velja ar(Kn, P5) > n.
Za dokaz zgornje meje ponovno uporabimo indukcijo po številu n vozlišč grafa
Kn. Za bazo indukcije bomo pokazali, da velja ar(K5, P5) ≤ 6. Naj bo c poljubno
barvanje povezav grafa K5 z natanko 6 barvami. Ker po lemi 4.12 velja ar(K5, C3) =
5, v grafu K5 pri barvanju c obstaja C3-podgraf, za katerega je zožitev c|C3 mavrica.
Vozlišča tega trikotnika označimo z x1, x2 in x3, preostali vozlišči grafa K5 pa z y1
in y2. Glede na barvo povezave y1y2 ločimo dva primera:
Primer 1: c(y1y2) ̸∈ {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3)} (slika 25(a))
Množica E(K5)\{x1x2, x1x3, x2x3, y1y2} je množica povezav med množicama vozlišč
{x1, x2, x3} in {y1, y2}. Ker je c barvanje z natanko 6 barvami, obstaja povezava e iz
te množice povezav, za katero velja c(e) ̸∈ {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3), c(y1y2)}. Brez
izgube za splošnost naj bo to povezava x1y1. Potem zaporedje vozlišč x2x3x1y1y2
določa P5-podgraf, za katerega je zožitev c|P5 mavrica.
Primer 2: c(y1y2) ∈ {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3)} (slika 25(b))
Brez izgube za splošnost lahko predpostavimo, da je c(y1y2) = c(x1x2). Ker je
c barvanje z natanko 6 barvami in sta povezavi med množicama vozlišč {x1} in
{y1, y2} natanko dve, med povezavami {x1y1, x1y2, x2y1, x2y2} obstaja povezava e,
za katero velja c(e) ̸∈ {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3)}. Na sliki 25(b) je ta povezava enaka
x2y1. Povezave y1y2, x1x3, x2x3 in e tako določajo P5-podgraf, za katerega je zožitev
c|P5 mavrica.
Ker smo v obeh primerih odločili P5-podgraf, za katerega je zožitev c|P5 mavrica,
velja ar(K5, P5) ≤ 6 oz. ar(K5, P5) = 6.
Na podoben način kot v dokazu trditve 4.19 dokažemo indukcijski korak. Naj
bo n ≥ 6. Predpostavimo, da velja ar(Kn−1, P5) = n (indukcijska predpostavka).
Naj bo sedaj c barvanje povezav grafa Kn z natanko n+ 1 barvami. Če v grafu Kn


















Slika 25: P5-podgraf grafa K5, za katerega je zožitev c|P5 mavrica.
v-barvi, potem po indukcijski predpostavki v podgrafu G \ {v} obstaja P5-podgraf,
za katerega je zožitev c|P5 mavrica. V nadaljevanju torej lahko predpostavimo, da
za vsako vozlišče u ∈ V (Kn) barvanje c vsebuje vsaj dve u-barvi.
Naj bodo u, x1, x2 ∈ V (Kn) taka vozlišča grafa Kn, da sta barvi c(ux1) in c(ux2)
paroma različni u-barvi pri barvanju c ter naj bo y vozlišče grafa Kn, za katerega
velja y ̸∈ {u, x1, x2}.
Če obstaja vozlišče z ̸∈ {u, x1, x2, y}, za katerega je barva c(yz) y-barva barvanja
c, potem zaporedje x1ux2zy določa P5-podgraf, za katerega je zožitev c|P5 mavrica
(slika 26(a)). Barvi c(ux1) in c(ux2) sta namreč po definiciji u-barve različni od barv
ostalih povezav tega podgrafa. Podobno je po definiciji y-barve barva c(yz) različna
od vseh ostalih barv povezav tega P5-podgrafa grafa Kn.
Če tako vozlišče z ne obstaja, so vse povezave, za katere je barva c(e) y-barva,
iz množice povezav {yu, yx1, yx2}. Ker za vsako vozlišče u ∈ V (Kn) barvanje c
vsebuje vsaj dve u-barvi, to velja tudi za vozlišče y, iz česar pa sledi, da je vsaj ena
od barv c(yx1) in c(yx2) y-barva. Brez izgube za splošnost lahko predpostavimo,
da to velja za barvo c(yx2). Podobno kot v dokazu trditve 4.19 lahko s pomočjo
definicij u-barve in y-barve pokažemo, da zaporedje wx1ux2y za poljubno vozlišče










Slika 26: P5-podgraf grafa Kn, za katerega je zožitev c|P5 mavrica.
Ker smo v vseh primerih za barvanje c povezav grafa Kn določili P5-podgraf, za
katerega je zožitev c|P5 mavrica, velja ar(Kn, P5) ≤ n+ 1.
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Lema 4.21.
ar(K7, 2P3) ≤ 8
Dokaz. Naj bo c barvanje povezav grafa K7 z vsaj 8 barvami. Ločimo dva primera:
Primer 1: Obstaja vozlišče u ∈ K7, za katero je dc(u) = 6.
Graf K7\{u} je izomorfen grafu K6. Ker je c barvanje povezav z natanko 8 barvami,
obstajata v grafu K7 \ {u} različni povezavi e1 in e2, za kateri velja c(e1), c(e2) ̸∈
Cc(u) in c(e1) ̸= c(e2). Posledično v grafu K7 \ {u} obstajajo taka paroma različna
vozlišča v1, v2 in v3, da velja c(v1v2) ̸= c(v2v3) in c(v2v3) ̸∈ Cc(u). Preostala vozlišča
grafa K7 označimo z w1, w2 in w3. Ker je dc(u) = 6, največ eni od povezav uw1,
uw2 in uw3 barvanje c priredi barvo c(v1v2). Če taka povezava obstaja, lahko brez
izgube za splošnost predpostavimo, da je to povezava uw1. Zaporedji vozlišč v1v2v3












Slika 27: 2P3-podgraf, za katerega je zožitev c|2P3 mavrica, v primeru 1.
Primer 2: Za vsako vozlišče v ∈ V (K7) velja dc(v) < 6.
Ker po trditvi 4.18 velja ar(K7, C3 ∪ P2) = 8, v grafu K7 pri barvanju c obstajata
trikotnik C3 in s tem trikotnikom disjunktna povezava e, ki določa P2, za katera
je zožitev c|(C3 ∪ P2) mavrica. Vozlišča tega trikotnika označimo z x1, x2 in x3,
preostala vozlišča grafa K7 pa z y1, y2, y3 in y4. Hkrati z a označimo barvo, ki jo
barvanje c priredi povezavi e. V nadaljevanju ločimo dva podprimera:
Primer 2.1: Obstaja povezava f = yiyj, 1 ≤ i < j ≤ 4, za katero velja c(f) ̸= a.
Posledično v grafu K7 \ {x1, x2, x3} obstajata taki sosedni povezavi e1 in e2, da
velja c(e1) = a in c(e2) ̸= a. Največ eni od povezav x1x2, x1x3 in x2x3 barvanje
c priredi barvo c(e2). Če taka povezava obstaja, lahko brez izgube za splošnost
predpostavimo, da je to povezava x2x3. Zaporedje vozlišč x2x1x3 s povezavama e1
















Slika 28: 2P3-podgraf, za katerega je zožitev c|2P3 mavrica, v primeru 2.1.
Primer 2.2: Za vse povezave f = yiyj, 1 ≤ i < j ≤ 4, velja c(f) = a.
Povezave iz množice {xiyj}i∈[3],j∈[4] so obarvane z natanko štirimi različnimi barvami,
ki so hkrati različne od barv {c(x1x2), c(x1x3), c(x2x3), a}, saj je c barvanje povezav
z vsaj 8 barvami. Ker je dc(xi) < 6 za vsak i ∈ [3], med temi povezavami obstajata
dve, ki nimata skupnega krajišča. Brez izgube za splošnost lahko predpostavimo,
da sta to povezavi x2y2 in x3y3. 2P3-podgraf, za katerega je zožitev c|2P3 mavrica,















Slika 29: 2P3-podgraf, za katerega je zožitev c|2P3 mavrica, v primeru 2.2.
Ker smo v vseh primerih določili 2P3-podgraf, za katerega je zožitev c|2P3 ma-
vrica, velja ocena ar(K7, 2P3) ≤ 8.
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Trditev 4.22. Za n ≥ 6 velja
ar(Kn, 2P3) =
{
8; n = 6,
n+ 1; n ≥ 7.
Dokaz. Za dokaz spodnje meje ponovno uporabimo barvanje cstar grafa Kn. Samo
ena komponenta grafa P3 lahko vsebuje izbrano vozlišče v barvanja povezav cstar.
Posledično sta povezavi druge komponente obarvani z isto barvo. Ker je cstar barva-
nje z natanko n različnimi barvami, velja ar(Kn, 2P3) > n. Za dokaz spodnje meje
ar(Kn, 2P3) > 7 definirajmo barvanje d (slika 30). Barvanje d povezav grafa Kn je
barvanje, ki povezave podgrafa na izbranih štirih vozliščih obarva s 6 paroma različ-
nimi barvami, vse ostale povezave grafa Kn pa z barvo, ki je različna od teh šestih
barv. Ker pri barvanju d graf Kn, n ≥ 6, ne vsebuje 2P3-podgrafa, za katerega bi







Slika 30: Barvanje d grafa K9 z 8 barvami
Naj bo c poljubno barvanje povezav grafa K6 z natanko 8 barvami. Ker po
izreku 4.9 velja ar(K6, 3P2) = 6, v grafu K6 obstaja 3P2-podgraf, za katerega je
zožitev c|2P3 mavrica. Za vsako od preostalih barv dodamo tem povezavam po
eno povezavo, ki je obarvana s to barvo. Da v grafu 3P2 z dodanimi poljubnimi
petimi povezavami na vozliščih, ki jih določa ta graf, vedno obstaja 2P3-podgraf,
smo dokazali računalniško s programom, ki je podan v prilogi B.
Zgornjo mejo ar(Kn, 2P2) ≤ 8 za n ≥ 7 dokažemo z indukcijo po številu vozlišč
n grafa Kn. Bazo indukcije n = 7 smo dokazali z lemo 4.21. Prepostavimo, da za
n ≥ 8 velja ar(Kn−1, 2P3) ≤ n (indukcijska predpostavka). Naj bo sedaj c poljubno
barvanje vozlišč grafa Kn z vsaj n+1 vozlišči. V nadaljevanju podobno kot v dokazu
trditve 4.19 ločimo dva primera. Če v grafu Kn pri barvanju c obstaja vozlišče
v ∈ V (Kn), za katerega ima barvanje c manj kot dve v-barvi, potem po indukcijski
predpostavki v podgrafu G \ v obstaja 2P3-podgraf, za katerega je zožitev c|2P3
mavrica. V nadaljevanju torej lahko predpostavimo, da za vsako vozlišče u ∈ V (Kn)
barvanje c vsebuje vsaj dve u-barvi.
Naj bodo u, x1, x2 ∈ V (Kn) taka vozlišča grafa Kn, da sta barvi c(ux1) in c(ux2)
paroma različni u-barvi pri barvanju c. Če obstajata vozlišči y, z ̸∈ {u, x1, x2}, za
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kateri je barva c(yz) u-barva, potem za poljubno vozlišče w ̸∈ {u, x1, x2, y, z} grafa
Kn zaporedji vozlišč x1ux2 in yzw določata 2P3-podgraf, za katerega je zožitev c|2P3
mavrica (slika 31(a)).
Če taki vozlišči y in z ne obstajata, potem so za poljubno vozlišče v ̸∈ {u, x1, x2}
vse povezave e s krajiščem v v, ki jim barvanje c priredi v-barvo iz množice povezav
{vu, vx1, vx2}. Ker ima barvanje c za vsako vozlišče v vsaj dve v-barvi, za vsako
vozlišče v vsaj eni od povezav vx1 in vx2 barvanje c priredi eno v-barvo. Ker je
n ≥ 8, je vozlišč, različnih od u, x1 in x1 vsaj 5, torej več kot 3. Po Dirichetovem
načelu zato za enega od vozlišč x1 in x2 obstajata vozlišči y1, y2 ̸∈ {u, x1, x2}, za
kateri je c(y1xi) y1-barva in c(y2xi) y2-barva (i ∈ [2]). Brez izgube za splošnost
lahko predpostavimo, da to velja za x1. Za poljubno vozlišče w ̸∈ {u, x1, x2, y1, y2}













Slika 31: 2P3-podgraf grafa Kn, za katerega je zožitev c|2P3 mavrica
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5 Anti-Ramseyeva števila na hiperkockah
Anti-Ramseyeva števila so bila raziskana tudi na nekaterih parih grafov G in H, kjer
G ni poln graf. V [8] so na primer predstavljena anti-Ramseyeva števila na paru Ha-
nojskih grafov, v [2] anti-Ramseyeva števila na paru polnih dvodelnih grafov, v tem
poglavju pa bodo predstavljeni rezultati anti-Ramseyevih števil na paru hiperkock,
ki so povzeti po [1]. V prvem delu bo podana definicija hiperkock in izpeljani zgornja
in spodnja meja anti-Ramseyevega števila ar(Qn, Qk) za poljuben par hiperkock Qn
in Qk, kjer je k ≤ n. V drugem delu bo dokazana točna vrednost anti-Ramseyevega
števila ar(Qn, Qn−1) za n ≥ 3 ter vrednost anti-Ramseyevega števila ar(Q4, Q2).
Definicija 5.1. Hiperkocka Qn, n ∈ N, je graf, katerega množico vozlišč predstavlja
množica vseh binarnih zaporedij a1a2 . . . an, ai ∈ {0, 1}, dolžine n. Dve vozlišči grafa





Slika 32: Hiperkocka Q3.
Naslednja lastnost hiperkock nam bo v pomoč pri dokazovanju lastnosti anti-
Ramseyevih števil na hiperkockah.
Trditev 5.2. Graf Qn, n ≥ 1, je dvodelen graf.
Dokaz. Množico vozlišč V (Qn) razdelimo na dve množici A in B. V množici vozlišč
A naj bodo vsa vozlišča grafa Qn, ki imajo v zaporedju sodo število členov enakih 1,
v množici vozlišč B pa vsa vozlišča, ki imajo v zaporedju liho število členov enakih 1.
Ker povezave predstavljajo spremembo natanko enega člena, so med seboj sosedna
samo vozlišča, za katera so števila vozlišč različne parnosti, torej je graf Qn res
dvodelen.
Spomnimo se, da je relacija R ⊆ A×A delna urejenost , če je refleksivna (xRx),
antisimetrična (xRy∧yRx ⇒ x = y) in tranzitivna (xRy∧yRz ⇒ xRz). Minimalni
element x delne urejenosti R ⊆ A×A je tak element x ∈ A, za katerega za vsak y ∈ A
velja xRy. Končno delno urejenost lahko ponazorimo s Hassejevim diagramom.
Hassejev diagram delne urejenosti R ⊆ A × A je diagram, v katerem je množica
vozlišč enaka množici A, bolj natančno prvi nivo A1 predstavlja množica minimalnih
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elementov iz A, drugi nivo množica minimalnih elementov iz A \A1 in tako naprej.
Množico povezav Hassejevega diagrama tvorijo dvoelementne množice {x, y}, za
katere x in y ležita v dveh zaporednih nivojih ter sta v relaciji (xRy ali yRx).
Naj bo relacija ⊴ podmnožica kartezičnega produkta V (Qn)× V (Qn), za katero
velja, da je x⊴ y oz. (x, y) ∈ ⊴ natanko takrat, ko se x in y razlikujeta v natanko
enem členu zaporedja in je ta člen pri x enak 0, pri y pa 1. Hitro preverimo, da je na
množici vseh binarnih zaporedij dolžine n, torej množici vozlišč V (Qn) hiperkocke
Qn, relacija ⊴ ⊆ V (Qn)× V (Qn) delna urejenost.
Hiperkocke Qn bomo v večini primerov prikazovali z obliko Hassejevimega dia-
grama za relacijo ⊴ na množici V (Qn). V Hassejevem diagramu hiperkocke bo tako
i-ti nivo vseboval vsa vozlišča iz množice Vi, ki predstavljajo zaporedja, v katerih
je natanko i členov enakih 1. Hassejev diagram hiperkocke Qn ima torej natanko
n + 1 nivojev. Z Ei, i ∈ [n], bomo označevali množico povezav hiperkocke Qn med
množicama vozlišč Vi−1 in Vi.
Primer 5.3. Na sliki 32 je prikazan Hassejev diagram hiperkocke Q3. Množico
vozlišč V2 v tem primeru določajo vozlišča 110, 101 in 011.
Ker je vseh možnih binarnih zaporedij dolžine n natanko 2n, je število vozlišč
grafa Qn enako 2n. Iz definicije povezav hiperkocke sledi, da je hiperkocka Qn,
n ∈ N, n-regularen graf. Še več, vozlišče iz množice vozlišč Vi je sosedno z natanko
i vozlišči iz množice Vi−1 ter natanko n − i vozlišči iz množice Vi+1. Posledično je
po lemi o rokovanju 2.2 število povezav grafa Qn enako 12n2
n = n2n−1.
Opazimo, da je podgraf G grafa Qn, ki je induciran na množici vseh vozlišč
V (G) ⊆ V (Qn), ki imajo isti i-ti, i ∈ [n], člen zaporedja, npr. ai = 0, izomorfen
grafu Qn−1. Podobno je podgraf grafa Qn, ki je induciran na množici vseh vozlišč,
ki imajo enakih k členov zaporedja ai1 , . . . , aik , izomorfen grafu Qn−k. Na sliki 33
vidimo, da je podgraf grafa Q4 na množici vozlišč z a4 = 0 izomorfen grafu Q3.
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Slika 33: Hiperkocka Q3 v Q4
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Na množici binarnih zaporedij dolžine n definirajmo seštevanje ⊕ s predpisom
a1 . . . an ⊕ b1 . . . bn = (a1 + b1 mod 2) . . . (an + bn mod 2).
Lema 5.4. Naj bo n ∈ N in k ∈ [n]. Preslikava f : V (Qn) → V (Qn) s predpisom
f(a1 . . . ak−1akak+1 . . . an) = a1 . . . ak−1akak+1 . . . an + 0 . . . 0  
k−1
1 0 . . . 0  
n−k
določa avtomorfizem na grafu Qn. Hkrati za poljubno binarno zaporedje b1 . . . bn dol-
žine n z l neničelnimi členi tudi preslikava g : V (Qn) → V (Qn), podana s predpisom
g(a1 . . . an) = a1 . . . an + b1 . . . bn,
določa avtomorfizem na grafu Qn.
Primer 5.5. Preslikava f : V (Q3) → V (Q3), podana s predpisom f(v) = v ⊕ 001,










Slika 34: Hiperkocki Q3 in f(Q3)
Dokaz. Ker je V (Qn) množica vseh binarnih zaporedij dolžine n, za vsak w ∈ V (Qn)
obstaja v ∈ V (Qn), za katerega je w = f(v). Izkaže se, da je tak v kar f(w).
Preslikava f je torej bijektivna preslikava iz V (Qn) v V (Qn).
Naj bosta u, v ∈ V (Qn), uv ∈ E(G). Ker sta vozlišči u in v v hiperkocki
Qn sosedni, se razlikujeta v natanko enem členu. Brez škode za splošnost lahko
predpostavimo, da se razlikujeta v prvem členu. Če je f preslikava, ki vsakemu
vozlišču spremeni prvi člen zaporedja, se vozlišči f(u) in f(v) ponovno razlikujeta
le v prvem členu, kar pomeni, da sta sosedni. Tudi v primeru, ko f spremeni k-ti
člen zaporedja, k ∈ [n]\{1}, se f(u) in f(v) razlikujeta v natanko enem členu, torej
sta sosedni. Preslikava f je zato avtomorfizem.
Ker je preslikava g : V (Qn) → V (Qn) sestavljena iz končnega števila avtomorfiz-
mov fi, ki spreminjajo en člen zaporedja naenkrat, je tudi sama avtomorfizem.
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Naslednja lema določa obliko poljubnega Qk-podgrafa v hiperkocki Qn za k ≤ n.
Lema 5.6. Vsak Qk-podgraf grafa Qn, n > k ≥ 1, je graf na množici vseh vozlišč
grafa Qn, ki predstavljajo zaporedja s fiksiranimi n− k členi zaporedja ai1 , . . . , ain−k
pri paroma različnih i1, . . . , in−k ∈ [n].
Dokaz. Naj bo u = u1 . . . un vozlišče Qk-podgrafa v grafu Qn. Definirajmo preslikavo
g : V (Qn) → V (Qn) s predpisom g(v) = v ⊕ u. Ta preslikava vozlišče u preslika v
vozlišče 0 . . . 0. Ker je preslikava g avtomorfizem na grafu Qn, lahko brez izgube za
splošnost predpostavimo, da Qk-podgraf grafa Qn vsebuje vozlišče 0 . . . 0.
Ker je Qk k-regularen graf, je vozlišče 0 . . . 0 v Qk-podgrafu sosedno z natanko
k vozlišči iz množice vozlišč V1 (množica vozlišč, ki predstavljajo zaporedja z enim
neničelnim členom). Množico teh k vozlišč označimo z W1. Podobno z Wj, j ∈ [n]0,
označimo množico vseh vozlišč Qk-podgrafa, ki predstavljajo zaporedja z natanko
j neničelnimi členi. Dokazali bomo, da množica k vozlišč W1 določa k nefiksiranih
členov in hkrati tudi n − k fiksiranih členov zaporedij množice vozlišč V (Qk). Naj
bo torej množica I = {i1, . . . in−k} ⊆ [n], |I| = n − k, množica tistih indeksov, za
katere ima vsako vozlišče v ∈ W1 ničelen i-ti člen zaporedja, če je i ∈ I.
Z indukcijo bomo dokazali, da so vozlišča Qk-podgrafa, ki predstavljajo zaporedja
s kvečjemu r neničelni členi, ravno vsa vozlišča v ∈ V (Qn) grafa Qn, ki imajo
kvečjemu r neničenih členov in imajo ničelen i-ti člen, če je i ∈ I.
Po definiciji množice indeksov I velja baza indukcije (r = 1). Predpostavimo,
da zgornje velja za 1 ≤ r − 1 ≤ k − 1 (indukcijska predpostavka). Če v množici Wr
obstaja vozlišče, ki ima neničelni j-ti člen zaporedja, j ∈ I, je to vozlišče sosedno
s kvečjemu enim od vozlišč iz množice Wr−1. Ker je poljubno vozlišče iz množice
Vk sosedno s kvečjemu k vozlišči iz množice Wk−1, po Dirichletovem načelu 2.1 v
množici vozlišč Wr−1 obstaja vozlišče, ki je v Qk-podgrafu stopnje manj kot k, kar
je v protislovju z lastnostjo, da je Qk k-regularen graf. Za vsako vozlišče v ∈ Wr in
vsak i ∈ I je torej i-ti čen zaporedja ničelen. Ker je Qk k-regularen graf, množica
Wk vsebuje vsa vozlišča množice Vk, ki imajo ničelne vse i-te člene za i ∈ I.
Če Qk-podgraf vsebuje vozlišče 0 . . . 0, smo pokazali, da je množica vozlišč V (Qk)
ravno množica vseh zaporedij dolžine n z ničenimi i-timi členi za i ∈ I. Če Qk-
podgraf ne vsebuje vozlišča 0 . . . 0, indeksi iz množice I za graf g(Qn) določajo
fiksirane i-te člene zaporedja za i ∈ I, ki niso vsi hkrati enaki 0.






Dokaz. Vsak Qk je določen s k členi zaporedja, ki se skozi vozlišča V (Qk) spre-






načinov, nato pa vrednosti preostalih členov na 2n−k načinov, saj
lahko vsakemu členu priredimo natanko eno izmed vrednosti 0 in 1.
V [9] sta podana še dva načina štetja Qk-podgrafov grafa Qn. Med drugim ena










, kar skupaj s posledico
















5.1 Spodnja meja anti-Ramseyevih števil na hiperkockah
Izrek 5.8. Za n ≥ k ≥ 1 velja
ar(Qn, Qk) ≥ n2n−1 −
⌊n
k
(2n−1 − k + 1)
⌋
+ 1.
Dokaz. Za vsak i ∈ [k]0 definirajmo barvanje di povezav grafa Qn, kjer vsako mno-
žico povezav Et, t ≡ i mod k, grafa Qn obarvamo z natanko k − 1 različnimi
barvami, pri čemer za i ̸= j velja c(Ei)∩ c(Ej) = ∅, vse preostale povezave grafa Qn
pa obarvamo z novimi, paroma različnimi barvami. Barvanje di je barvanje povezav
grafa Qn z natanko n(k − 1) barvami.
Z F označimo množico povezav, ki jo dobimo tako, da iz množice E(Qn) za vsako
barvo barvanja d odstranimo po eno povezavo, ki je obarvana s to barvo. Ker ima
graf Qn natanko n2n−1 povezav, je moč množice povezav F enaka n2n−1−n(k−1). Za
vsak i ∈ [k]0 definirajmo množico povezav Ai =
⋃
t≡i mod k Et. Te množice povezav
tvorijo particijo množice E(Qn). Velja torej
∑
i∈[k]0 Ai ∩ F = n2
n−1 − n(k − 1).
Po posplošenem Dirichletovem načelu 2.1 potem obstaja tak s ∈ [k]0, za katerega




(2n−1 − (k − 1))
⌋
. Barvanje ds je tako barvanje




(2n−1 − k + 1)
⌋
barvami.
Iz leme 5.6 sledi, da ima poljuben Qk-podgraf grafa Qn vse povezave v uniji
povezav
⋃
t≤i≤t+k Ei, kjer je t− 1 := min{št. enic zaporedja v; v ∈ V (Qk)}. Hkrati
je zaradi oblike Qk-podgrafa za vsak i, t ≤ i ≤ t+ k, moč množice E(Qk) ∩Ei vsaj
k. Ker pri barvanju povezav ds obstaja j, t ≤ j ≤ t + k, za katerega barvanje ds
množico povezav Ej obarva s k−1 barvami, hkrati barvanje ds povezave E(Qk)∩Ej
obarva s kvečjemu k − 1 barvami. Zožitev ds|Qk zato ne more biti mavrica, kar




(2n−1 − k + 1)
⌋
.
5.2 Zgornja meja anti-Ramseyevih števil na hiperkockah
V postopku dokazovanja splošne zgornje meje anti-Ramseyevih števil na paru dveh
hiperkock si bomo pomagali z lastnostjo, podano v naslednji lemi.






Dokaz. Poljubna povezava e ∈ E(Qn) povezuje vozlišči, ki se razlikujeta v natanko
enem členu. Naj povezava e1 = u1u2 določa spremembo i-tega člena, povezava
e2 = v1v2 pa spremembo j-tega člena zaporedij, ki ju določata krajišči povezave.
Če sta i in j enaka, potem se vsaj en par krajišč ur in vs, r, s ∈ {1, 2}, razlikujeta
v vsaj še enem členu, različnem od i-tega, sicer bi veljalo e1 = e2. Indeks člena, v
katerem se razlikujeta, skupaj z indeksom i, določa dva indeksa od k-tih, ki določajo
Qk-podgraf grafa Qn (glej lemo 5.6). Če sta i in j različna, že sama določata dva
indeksa od k-tih, ki določajo Qk-podgraf.
Ker razlike na vozliščih u1, u2, v1 in v2 določajo najmanj dva indeksa, ki določata






preostalih k − 2 indeksov, ki določajo Qk-podgraf). Na n − k indeksih, kjer so v
Qk-podgrafu vrednosti fiksirane, so vrednosti določene z vrednostmi krajišč povezav
e1 in e2 na teh členih.
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Izrek 5.10. Za n ≥ k ≥ 2 velja






Dokaz. Naj bo c barvanje povezav grafa Qn z natanko r := ar(Qn, Qk) − 1 različ-
nimi barvami, pri katerem ne obstaja Qk-podgraf, za katerega bi bila zožitev c|Qk
mavrica. Množica barv barvanja c naj bo kar množica [r]. Za i ∈ [r] naj bo |ci|
število povezav grafa Qn, ki jim barvanje c priredi barvo i in Gi graf, induciran na
povezavah grafa Qn, ki jim barvanje c priredi barvo i. Za tiste i, kjer je |ci| ≥ 2, defi-
niramo število qi kot število Qk-podgrafov grafa Qn, ki vsebujejo vsaj dve povezavi,
katerima barvanje c priredi barvo i.


























Qk-podgrafih grafa Qn, saj določa
natanko en člen (od k-tih), v katerem se razlikujejo vozlišča Qk-podgrafa. Posledično





Qk-podgrafih. Ker s številom qi
opazujemo samo take Qk-podgrafe, ki imajo vsaj dve povezavi iz množice povezav









Ker je c barvanje z natanko ar(Qn, Qk) − 1 različnimi barvami in je število vseh
povezav grafa Qn enako n2n−1, velja
n2n−1 − r =
∑
i∈[r]




(|ci| − 1). (5.3)
Ker število qi, i ≥ 2, predstavlja število Qk-podgrafov grafa Qn, ki vsebujejo vsaj
dve povezavi, ki jima barvanje c priredi barvo i in je c barvanje, kjer v vsakem
Qk-podgrafu grafa Qn ostajata dve povezavi, ki jima barvanje c priredi isto barvo,
v vsoti
∑
i∈[r],|ci|̸=1 qi, kjer se sprehodimo čez vse barve, s katerimi sta pri barvanju
c obarvani vsaj dve povezavi, vsak Qk-podgraf grafa Qn štejemo vsaj enkrat. Ker



























za |ci| − 1 = n−1k−1 , je zgornja meja 5.1 števila qi bolj
natančna za |ci| − 1 ≤ n−1k−1 , za |ci| − 1 ≥
n−1
k−1 pa je bolj natančna ocena 5.2.
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Naj bo t := ⌈n−1
k−1⌉. Naj bosta j in k poljubna indeksa iz množice [r] \ {1}. Brez
izgube za splošnost lahko predpostavimo, da velja |cj| ≤ |ck|. Če velja |cj| < t, lahko
vsoto qj + qk z zgornjima mejama 5.1 in 5.2 števil qj in qk navzgor omejimo z
































(|cj|+ |ck| − 1) .
Zgornja meja vsote
∑
i qi, kjer obstaja tak j, da je |cj| < t, je torej enaka zgornji
meji vsote, kjer
∑
i qi, kjer qj + qk za nek k ≥ j zamenjamo s ql, za katerega velja
|cl| = |cj|+ |ck| − 1 oz. |cl| − 1 = |(|cj| − 1)+ (|ck| − 1), kar pomeni, da se s tem tudi
ne spremeni vsota
∑
i(|ci| − 1) iz 5.3. Ker je
∑
i qi končna vsota, lahko brez izgube
za splošnost predpostavimo, da je
∑
i qi končna vsota s členi qi, za katere je |ci| ≥ t.
Naj bo torej p število členov te preoblikovane vsote. Iz enakosti 5.3 in upoštevanju,
da je |ci| − 1 ≥ t− 1, sledi
n2n−1 − r =
∑
i





































































Ker smo v lemi 5.4 vsoto
∑





































= t. S preoblikovanjem
n− 1
k − 1

















































Trditev 5.11. V primeru, ko je kvocient n−1
k−1 naravno število, za anti-Ramseyevo
število ar(Qn, Qk) velja
ar(Qn, Qk) ≤ n2n−1
(
1− n− 1
(n+ k − 2)k2k−2
)
+ 1.
Dokaz. Naj bo s := n−1
k−1 . Podobno kot v dokazu izreka 5.10 lahko v tem primeru
predpostavimo, da za vsak i ∈ [r] iz vsote
∑
i qi velja |ci| ≥ s. Podobno kot tam tudi




























Število r je potem omejeno z




















n+ k − 2
)
.
Ker je r = arQn, Qk − 1, je s tem dokazana zgornja trditev.
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Ker je za k = 2 število n−1
k−1 = n − 1 celo število, po trditvi 5.11 za ar(Qn, Q2)
velja neenakost naslednje posledice.
Posledica 5.12. Za n ≥ 2 velja
ar(Qn, Q2) ≤ (n+ 1)2n−2 + 1.
5.3 Točne vrednosti anti-Ramseyevih števil na hiperkockah
Izrek 5.13. Za n ≥ 3 velja
ar(Qn, Qn−1) =
{
n2n−1 − 3; n = 3, 4, 5,
n2n−1 − 2; n ≥ 6.
Dokaz. Najprej bomo dokazali, da za n ≥ 3 velja ar(Qn, Qn−1) ≥ n2n−1 − 3. Naj
bo torej d1 barvanje povezav grafa Qn barvanje, ki trem povezavam iz nivoja E1
povezav Hassejevega diagrama hiperkocke Qn priredi barvo 1, trem povezavam iz
nivoja En barvo 2, vsem preostalim povezavam pa paroma različne barve, ki so hkrati
različne od barv 1 in 2. Primer barvanja d1 za n = 4 je prikazan na sliki 35, kjer
črtkane povezave predstavljajo povezave, ki jim barvanje d1 priredi paroma različne
barve. Barvanje d1 je tako barvanje z natanko n2n−1 − 4 različnimi barvami. Ker
Qn−1 podgraf grafa Qn vsebuje natanko eno od vozlišč 0 . . . 0 in 1 . . . 1, vsebuje tudi
natanko n − 1 povezav iz ene od množic povezav E1 in En. Zaradi simetrije lahko
brez izgube za splošnost predpostavimo, da vsebuje vozlišče 0 . . . 0 in posledično
n − 1 povezav iz množice povezav E1. Ker je pri barvanju d1 množica povezav E1
obarvana z natanko n− 2 barvami, bosta vsaj 2 povezavi (lahko so tudi 3) obarvani
z barvo 1. Zožitev d1|Qn−1 tako ni mavrica in velja ar(Qn, Qn−1) > n2n−1 − 4.
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Slika 35: Barvanje d1 na grafu Q4
Za n ≥ 6 definirajmo barvanje d2 povezav grafa Qn (slika 36). Povezavama e1
in e2 iz nivoja povezav E1 grafa Qn, ki predstavljata spremembi n-tega in n− 1-ga
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člena zaporedja, barvanje d2 priredi barvo 1. Povezavama e3 in e4 iz nivoja En, ki
predstavljata spremembi prvega in drugega člena zaporedja, pa barvanje d2 priredi
barvo 2. Edina Qn−1-podgrafa grafa Qn, ki vsebujeta vozlišče 0 . . . 0 in ne vsebujeta
hkrati povezav e1 in e2, sta grafa G1 in G2, kjer G1 predstavlja Qn−1-podgraf s
fiksiranim zadnjim členom zaporedij, enakim 0, G2 pa predstavlja Qn−1-podgraf
s fiksiranim predzadnjim členom zaporedij, enakim 0. Podobno sta edina Qn−1-
podgrafa, ki vsebujeta vozlišče 1 . . . 1 in hkrati ne vsebujeta povezav e3 in e3, grafa
G3 in G4, kjer G3 predstavlja Qn−1-podgraf s fiksiranim prvim členom zaporedij,
enakim 1, G4 pa predstavlja Qn−1-podgraf s fiksiranim drugim členom zaporedij,
enakim 1. Graf G, induciran na množici vozlišč
⋂
i∈[4] V (Gi), je Qn−4-podgraf na
vozlišči, kjer sta prvi in drugi člen zaporedja enaka 1, zadnji in predzadnji člen pa
enaka 0. Ker je n ≥ 6, je G graf z vsaj 4 povezavami. Barvanje d2 naj poljubnima
dvema povezavama podgrafa G priredi barvo 3. Pri barvanju d2 tako ne obstaja
Qn−1-podgraf, za katerega bi bila zožitev d2|Qn−1 mavrica. Če vsem preostalim
povezavam grafa Qn barvanje d2 priredi paroma različne barve, ki so hkrati različne
od barv 1, 2 in 3, je d2 barvanje povezav grafa Qn z natanko n2n−1 − 3 različnimi
barvami in zato velja ar(Qn, Qn−1) > n2n−1 − 3 za n ≥ 6.
00 . . . 000
000 . . . 01 . . . 001 . . . 00 010 . . . 00 100 . . . 00
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011 . . . 11 101 . . . 11 110 . . . 11 . . . 111 . . . 10




Slika 36: Barvanje d2 na grafu Qn
Po posledici 5.7 je število Qn−1-podgrafov v grafu Qn natanko 2n. Naj bo c1
barvanje povezav grafa Qn z natanko n2n−1 − 2 barvami. Ker je število povezav
grafa Qn natanko n2n−1, imamo za barvanje c1 dve možnosti.
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Prva možnost je, da za barvanje c1 obstajata dva para povezav, za katera v
vsakem paru barvanje c1 obema povezavama priredi isto barvo, vendar pa se barvi




= n− 2 podgrafih grafa Qn, izomorfnih grafu Qn−1. Enako velja za drugi
par povezav. Takih Qn−1-podgrafov, ki vsebujejo vsaj enega od zgornjih parov pove-
zav, je torej največ 2(n−1), kar je manj od števila 2n, vseh možnih Qn−1-podgrafov
grafa Qn. Za barvanje c1 mora zato v tem primeru obstajati Qn−1-podgraf, za
katerega je zožitev c1|Qn−1 mavrica.
Druga možnost je, da za barvanje c1 obstajajo tri povezave, ki jim barvanje c1
priredi isto barvo. Za Qn−1-podgraf, v katerem imajo vsa vozlišča iz množice vozlišč
V (Qn−1) i-ti člen zaporedja, i ∈ [n], enak 0, je graf, induciran na komplementu
V (Qn−1)
C = V (Qn)\V (Qn−1) Qn−1-podgraf grafa Qn, v katerem imajo vsa vozlišča
i-ti člen enak 1. Velja tudi obratno. Na sliki 37 sta prikazana komplementarna
Q2-podgrafa grafa Q3, ki imata fiksirane druge člene zaporedij (i = 2).
Naj bo H nek določen Qn−1-podgraf, ki vsebuje vsaj dve od treh povezav, ki jim
barvanje c1 priredi isto barvo. Tedaj graf, induciran na množici vozlišč V (Qn)\V (H)
vsebuje kvečjemu eno od povezav, ki jim barvanje c1 priredi isto barvo. To pa






Slika 37: Komplementarna Q2-podgrafa grafa Q3
Ker v obeh primerih barvanja c1 povezav grafa Qn, n ≥ 3, obstaja Qn−1-podgraf,
za katerega je zožitev c1|Qn−1 mavrica in je c1 barvanje povezav z natanko n2n−1−2
barvami, za n ≥ 3 velja ar(Qn, Qn−1) ≤ n2n−1 − 2.
Naj bo 3 ≤ n ≤ 5 in naj bo c2 poljubno barvanje povezav grafa Qn z natanko
n2n−1−3 barvami. Ponovno ločimo več možnosti. Prva možnost je, da za barvanje c2
obstajajo trije pari povezav, za katere v vsakem paru barvanje c2 obema povezavama
priredi isto barvo. Ker sta povezavi v vsakem paru povezav po lemi 5.9 skupaj v
kvečjemu n−1 podgrafih, izomorfnih grafu Qn−1, je takih Qn−1-podgrafov grafa Qn,
ki vsebujejo vsaj enega od zgornjih parov, največ 3(n− 2), kar je pri n ≤ 5 manj od
števila 2n vseh Qn−1-podgrafov grafa Qn.
Druga možnost je, da za barvanje c2 obstaja trojica povezav, ki jim barvanje po-
vezav c2 priredi isto barvo ter par povezav, katerima barvanje c2 priredi isto barvo,
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ki je različna od barve trojice povezav. Podobno kot prej opazujemo komplemen-
tarne grafe Qn−1-podgrafov. Naj bo H določen Qn−1-podgraf, ki vsebuje vsaj dve
povezavi iz trojice povezav, ki jim barvanje c2 priredi isto barvo. Potem komple-
mentaren Qn−1-graf grafu H vsebuje kvečjemu eno povezavo iz trojice. Če hkrati
ne vsebuje tudi para povezav z isto barvo, ta graf določa zožitev barvanja c2. Ker
je Qn−1-podgrafov, ki vsebujejo določen par povezav, največ n − 2, je tudi število
Qn−1 povezav, za katere komplementaren graf vsebuje par povezav, ki jima barvanje
c2 dodeli isto barvo, največ n− 2. Ker je 2(n− 1) (štejemo Qn−1-podgraf in njemu
komplementaren Qn−1-podgraf) manj od števila 2n vseh Qn−1-podgrafov, obstaja
Qn−1-podgraf G, ki vsebuje največ eno od povezav iz trojice enako obarvanih po-
vezav ali pa njegov komplement ne vsebuje para isto obarvanih povezav. Eden od
grafov G in njemu komplementaren graf torej določa Qn−1-podgraf, za katerega je
zožitev c2|Qn−1 mavrica.
Tretja možnost je, da za barvanje c2 obstajajo 4 povezave, ki jim barvanje c2
priredi isto barvo. Če obstaja Qn−1-podgraf, ki hkrati vsebuje tri od teh štirih
povezav, njegov komplementaren graf določa Qn−1-podgraf, za katerega je zožitev
c2|Qn−1 mavrica. Naj torej za vsak Qn−1-podgraf vsebuje največ dve od teh štirih
povezav. Za Qn−1-podgraf in njemu komplementaren graf, kjer nobeden od njiju ne
določa zožitve c2|Qn−1, ki bi bila mavrica, mora veljati, da vsak od njiju vsebuje
natanko dve od štirih povezav, ki jim barvanje c2 priredi isto barvo. Ker je vseh






= 3 in je komplement
komplementarnega grafa kar graf sam, je takih parov Qn−1-podgrafov, ki ne dolo-
čajo zožitve c2|Qn−1, ki bi bila mavrica, največ 12 · 3(n − 2), saj je n − 2 število
Qn−1-podgrafov, ki hkrati vsebujejo izbrani dve povezavi. Ker sta v vsakem paru
komplementarnih Qk-podgrafov dva Qn−1-podgrafa, je takih Qn−1-podgrafov, ki ne
določajo zožitve c2|Qn−1, ki bi bila mavrica, največ 3(n − 2), kar pa je pri n ≤ 5
manj od števila 2n vseh Qn−1-podgrafov grafa Qn. Tudi v tem primeru torej obstaja
Qn−1-podgraf, za katerega je zožitev c2|Qn−1 mavrica in posledično za n ≤ 5 velja
ar(Qn, Qn−1) ≤ n2n−1 − 3.
V nadaljevanju bomo določili vrednost anti-Ramseyevega števila ar(Q4, Q2), pri
tem pa si bomo pomagali z naslednjo lemo.
Lema 5.14. V grafu Q4 obstaja par komplementarnih Q3-podgrafov Q in Q′, za
katera je unija njunih povezav pri poljubnem barvanju c povezav grafa Q4 z vsaj 19
različnimi barvami, obarvana z vsaj 15 različnimi barvami, torej velja
|c(E(Q)) ∩ c(E(Q′))| ≥ 15.
Dokaz. Predpostavimo, da je vsak par komplementarnih grafov Q in Q′ pri barvanju
c obarvan z največ 14 paroma različnimi barvami. Ker so v grafu Q4 natanko 4
pari komplementarnih Q3-podgrafov (za vsak par izberemo indeks fiksiranega člena





= 3 (izberemo druga
dva indeksa fiksiranih členov zaporedij, vrednost od prej fiksiranega člena je določena
s krajiščema povezave) Q3-podgrafih, je število barv barvanja c največ 14 · 4 · 13 . To
število je manjše od 19, kar je v protislovju s predpostavko, da je c barvanje povezav
z vsaj 19 barvami. V grafu Q4 tako obstaja par komplementarnih Q3-podgrafov, ki
je pri barvanju c skupaj obarvan z vsaj 15 različnimi barvami.
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Izrek 5.15. Za par hiperkock Q4 in Q2 je anti-Ramseyevo število ar(Q4, Q2) enako
ar(Q4, Q2) = 19.
Dokaz. Po izreku 5.8 velja ar(Q4, Q2) ≥ 4 · 23 − ⌊2(23 − 1)⌋ + 1 = 19. Hkrati po
posledici 5.12 velja ar(Q4, Q2) ≤ (4+ 1) · 22+1 = 21. Dokazali bomo, da je spodnja
meja točna.
Naj bo c poljubno barvanje povezav grafa Q4 z natanko 19 različnimi barvami,
ki ne vsebuje Q2-podgrafa, pri katerem bi bila zožitev c|Q2 mavrica. Po lemi 5.14 v
grafu Q4 obstajata komplementarna Q3-podgrafa Q in Q′ grafa Q4, za katera velja
|c(E(Q)) ∩ c(E(Q′))| ≥ 15. Po izreku 5.13 velja ar(Q3, Q2) = 3 · 22 − 3 = 9. Če
je torej vsaj eden od podgrafov Q in Q′ pri barvanju c obarvan z vsaj 9 različnimi
barvami, določa Q2-podgraf, pri katerem je zožitev c|Q2 mavrica. Ker je c barvanje,
pri katerem ne obstaja Q2-podgraf, za katerega bi bila zožitev c|Q2 mavrica, sta oba
grafa Q in Q′ pri barvanju c obarvana z največ 8 različnimi barvami. Ker sta skupaj
obarvana z vsaj 15 barvami, mora biti vsaj eden od njiju obarvan z 8 različnimi
barvami, drugi pa z 7 ali 8 različnimi barvami. Brez izgube za splošnost bomo rekli,
da je z 8 paroma različnimi barvami obarvan graf Q.
Ker je Q graf, izomorfen grafu Q3 in je Q3, po trditvi 5.2 dvodelen graf vsebuje
le cikle sode dolžine. Ker ima Q3 natanko 23 = 8 vozlišč, grafa Q in Q′ vsebujeta le
cikle C4, C6 in C8. Ker je c barvanje povezav, pri katerem ne obstaja Q2-podgraf,
za katerega bi bila zožitev c|Q2 mavrica, in je Q2 izomorfen grafu C4, za nobenega
od ciklov C4 zožitev c|C4 ni mavrica. Prav tako tudi za nobenega od ciklov C6, ki
imaja tetivo e, zožitev c|C6 ni mavrica. Ker je Q3 dvodelen graf, tetiva e grafa C6
razdeli ta cikel na dva C4 cikla. Če bi zožitev c|C6 bila mavrica, bi potem tudi za
vsaj enega od ciklov C4, določenega s tetivo e, bila zožitev c|C4 mavrica, kar pa ni
mogoče. Ker je Q3 3-regularen graf na 8 vozliščih, za vsak C8-podgraf obstajata dve
tetivi f1 in f2, ki razdelita C8 na tri dele. Če bi bila zožitev c|C8 mavrica, za vsaj
enega od treh delov cikla C8 pri barvanju c povezave ne bi vsebovale nobene od barv
c(f2) in c(f2). Ta del bi skupaj z vsaj eno od tetiv f1 in f2 določal C4, za katerega
bi bila zožitev c|C4 mavrica. V Q in Q′ tako tudi ni C8-podgrafa, za katerega bi bila
zožitev c|C8 mavrica.
Za vsako barvo zožitve c|Q izberimo po eno povezavo te barve. Ker je Q graf na
največ 8 vozliščih in natanko 8 povezavah, lahko podobno kot v dokazu leme 4.12
pokažemo, da tak graf vsebuje cikel. Graf Q tako vsebuje cikel C, za katerega je
zožitev c|C mavrica. Ker smo dokazali, da C ne more biti C4, C6 s tetivo ali C8,
je cikel C zato cikel C6, ki nima tetive (odebeljene povezave na sliki 38). Zaradi
3-regularnosti in netetivnosti vozlišči, ki nista na tem ciklu, določata K1,3-podgrafa
grafa Q. Ker Q ne vsebuje cikla C4, za katerega bi bila zožitev c|C4 mavrica, prejmejo
z barvanjem c vse povezave posameznega K1,3-podgrafa isto barvo, pri tem pa se
barvi povezav razlikujeta med seboj, saj v nasprotnem primeru graf G ne bi bil
obarvan z 8 različnimi barvami. Barvanje podgrafa Q je tako oblike kot prikazuje
slika 38.
Za dve povezavi u1u2 ∈ Q in v1v2 ∈ Q′ bomo rekli, da sta vzporedni, če bo
krajišče u1 sosedno s krajiščem v1 ter krajišče u2 sosedno s krajiščem v2. Naj bo
F množica tistih povezav med množicama vozlišč V (Q) in V (Q′), ki jim barvanje c
priredi paroma različne barve ter za njih velja c(F ) ∩ (c(E(Q)) ∪ c(E(Q′))) = ∅. Z
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Slika 38: Barvanje c na podgrafu Q
VF označimo krajišča povezav F iz množice vozlišč V (Q). V nadaljevanju dokaza si
bomo pomagali z naslednjima lastnostima.
L1 Naj bosta u in v poljubni vozlišči iz množice vozlišč VF , za kateri velja uv ∈
E(Q). Če je u′v′ ∈ E(Q′) vzporedna povezavi uv, velja c(uv) = c(u′v′).
L2 Naj bosta u in v poljubni vozlišči iz množice vozlišč VF , za kateri velja d(u, v) =
2, torej da velja uv ̸∈ E(Q) in obstaja w ∈ V (Q), za katerega velja uw, vw ∈
E(Q). Če sta povezavi u′w′ ∈ E(Q′) in v′w′ ∈ E(Q′) vzporedni povezavama
uw in vw, je moč množice barv {c(uw), c(vw), c(u′w′), c(v′w′)} največ 3.
Dokažimo najprej lastnost L1 (slika 39). Ker sta u in v iz množice VF , obstajata
povezavi fu in fv iz F , ki imata krajišči v u in v. Če bi veljalo c(uv) ̸= c(u′v′),
bi cikel, ki ga določajo povezave uv, u′v′, fu in fv bil tak cikel C4, za katerega bi









Slika 39: Primer, ki prikazuje lastnost L1
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Dokažimo še lastnost L2 (slika 40). Ker sta u in v iz množice VF , ponovno
obstajata povezavi fu in fv, ki imata krajišči v u in v. Če bi barvanje c povezavam
uw, vw, u′w′ in v′w′ priredilo paroma različne barve, bi bil cikel, ki ga določajo
povezave fu, fv, uw, vw, u′w′ in v′w′, cikel C6, za katerega bi bila zožitev c|C6
mavrica. Hkrati ta cikel vsebuje tetivo ww′. Ker tak cikel pri barvanju c ne obstaja,









Slika 40: Primer, ki prikazuje lastnost L2
V nadaljevanju bomo glede na število |c(E(Q′))| različnih barv, s katerimi bar-
vanje c obarva graf Q′ in število |c(E(Q)) ∪ c(E(Q′))| različnih barv, s katerimi
barvanje c obarva grafa Q in Q′, ločili tri primere.
Primer 1: |c(E(Q′))| = 8 in |c(E(Q)) ∪ c(E(Q′))| = 16.
Ker je |c(E(Q))| = 8, mora v tem primeru veljati c(E(Q)) ∩ c(E(Q′)) = ∅. Iz
istega razloga kot v grafu Q tudi v grafu Q′ obstaja cikel C6 brez tetive, za katerega
je zožitev c|C6 mavrica. To pomeni, da v grafu Q′ obstajata vozlišči u1 in u2, za
kateri velja d(u, v) ≥ 3 in |c(E(Q′ \ {u1, u2}))| = 6. Edine možnosti za cikel C6
brez tetive v grafu Q3 so prikazane na sliki 41, kjer so cikli na slikah 41(b), 41(c) in
41(d) ekvivalentni glede na avtomorfizme, ki premešajo vrstni red zaporedij vozlišč.
Avtomorfizem grafa Q3, ki zamenja prvi in drugi člen zaporedja, preslika cikel s
slike 41(a) samega vase, cikel s slike 41(b) pa v cikel 41(c) in obratno. Podobno
avtomorfizem, ki zamenja drugi in tretji člen zaporedja, preslika cikel iz slike 41(a)
samega vase, cikel s slike 41(b) pa v cikel 41(d) in obratno. Na enak način tudi
avtomorfizem, ki zamenja prvi in tretji člen zaporedja, preslika cikel iz slike 41(a)
samega vase, cikel s slike 41(c) pa v cikel 41(d) in obratno.
Ker pri barvanju c graf Q4 ne vsebuje C4 cikla, za katerega bi bila zožitev c|C4
mavrica, mora barvanje c podobno kot v grafu Q povezavam, incidenčnim z vozliščem
u1, prirediti isto barvo. Enako velja za povezave, incidenčne z vozliščem u2. Ker je
|c(E(Q′))| = 8, morata biti barvi za u1 in u2 različni. Ker velja c(E(Q))∩c(E(Q′)) =



















(b) u1, u2 = 010, 101 (c) u1, u2 = 100, 011 (d) u1, u2 = 001, 110
Slika 41: Cikli C6 brez tetive v grafu Q3
41(b) ter se cikel iz 41(a) s temi avtomorfizmi slika sam vase, sta edini možni barvanji






















































Slika 42: Edini možni obliki barvanja c grafov Q in Q′ za primer 1
Ker je c barvanje povezav grafa Q4 z natanko 19 različnimi barvami, mora veljati
|F | = 3. Ker je c(E(Q)) ∩ c(E(Q′)) = ∅, za poljuben par povezav eQ ∈ E(Q) in
eQ′ ∈ E(Q′) velja c(eQ) ̸= c(eQ′). Če bi torej v množici VF obstajali sosedni vozlišči
u in v, bi bili v protislovju z lastnostjo L1. Množica VF je torej neodvisna množica
vozlišč grafa Q. S pregledom vseh možnosti (pregledati moramo le dve, ostale so
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simetrične) hitro vidimo, da v V (Q) ne obstajajo tri vozlišča, ki bi bila med seboj v
grafu Q na razdalji vsaj 3. Ker je |F | = 3 in posledično |VF | = 3, v množici vozlišč
VF obstajata vozlišči u in v, za kateri v grafu Q velja dQ(u, v) = 2. Iz slike 42 lahko
razberemo (pregled vseh nesimetričnih možnosti), da potem obstaja tako vozlišče
w, za katerega je moč množice barv {c(uw), c(vw), c(u′w′), c(v′w′)} enaka 4, kjer z
u′w′ oz. v′w′ označujemo povezavo, vzporedno povezavi uw oz. vw. Ker je to v
protislovju z lastnostjo L2, hkrati ne morejo veljati predpostavke prvega primera.
Primer 2: |c(E(Q′))| = 7 in |c(E(Q)) ∪ c(E(Q′))| = 15.
Ker je |c(E(Q))| = 8, mora v tem primeru ponovno veljati c(E(Q))∩ c(E(Q′)) = ∅.
Ker je c barvanje povezav grafa Q4 z natanko 19 barvami, pa v tem primeru velja
|F | = 4. Podobno kot v prejšnjem primeru je tudi v tem primeru zaradi lastnosti L1
množica vozlišč VF neodvisna množica grafa Q. Neodvisna množica moči 4 v grafu
Q3 je do avtomorfizma natančno določena z obliko na sliki 43, barvanje povezav F





Slika 43: Neodvisna množica vozlišč moči 4 grafa Q
Zaradi lastnosti L2 mora barvanje c za vse poti dolžine 2, ki imajo eno krajišče
v najbolj levem vozlišču grafa Q′, obema povezavama poti prirediti isto barvo. To
pa pomeni, da lahko povezave grafa Q′ barvanje c obarva s kvečjemu 6 barvami, kar
je v protislovju s predpostavko |c(E(Q′))| = 7 primera 2.
Q
Q′
Slika 44: Barvanje povezav F ter grafa Q v primeru 2
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Primer 3: |c(E(Q′))| = 8 in |c(E(Q)) ∪ c(E(Q′))| = 15.
Ker je |c(E(Q))| = 8, mora v tem primeru veljati c(E(Q))∩ c(E(Q′)) = {a}. Oblika
barvanja grafov Q in Q′ je še vedno ena izmed oblik 42(a) in 42(b), pri čemer je ena
od barv povezav iz grafa Q enaka eni izmed barv povezav iz grafa Q′. To barvo smo
označili z a. Ker je c barvanje povezav grafa Q4 z natanko 19 barvami, je tudi v
tem primeru |F | = 4.
Če v množici VF obstajata vozlišči u in v, za kateri je uv ∈ E(Q), mora zaradi
lastnosti L1 veljati c(uv) = a. Zaradi oblike barvanja c na grafu Q ter lastnosti L1
v grafu Q ne obstaja nobena druga povezava, ki bi bila po vozliščih disjunktna od
povezave uv ter bi imela obe krajišči v VF .
Naj zaporedje v1v2v3v4 določa nek Q2-podgraf grafa Q. Z v′1v′2v′3v′4 označimo
Q2-podgraf grafa Q′, kjer je v′iv′i+1 vzporedna povezava povezavi vivi+1 za i ∈ [3].
Vozlišča ∪i∈[4]{ui, u′i} določajo Q3-podgraf H grafa Q4 (glej sliko 45). Ker je po
izreku 5.13 ar(Q3, Q2) = 9 in je c barvanje povezav grafa Q4 brez takih Q2-podgrafov,
za katere bi bila zožitev c|Q2 mavrica, je graf H pri barvanju c obarvan z največ 8
različnimi barvami. Če so vsaj tri od vozlišč v1, v2, v3 in v4 v množici vozlišč VF ,











Slika 45: Podgraf H na množici vozlišč ∪i∈[4]{ui, u′i} za primer 3
Tako kot za graf Q tudi za graf H obstajata vozlišči w1, w2 ∈ ∪i∈[4]{ui, u′i}, za
kateri povezave, ki nimajo krajišča v {w1, w2}, določajo cikel C6 grafa H brez tetive
in za katerega je zožitev c|C6 mavrica. Povezavam, incidenčnim z vozliščem wi,
i ∈ [2], v grafu H barvanje c posledično priredi isto barvo. Brez izgube za splošnost
lahko predpostavimo, da velja w1 ∈ V (Q) in w2 ∈ V (Q′). Povezavam, incidenčnim
z vozliščem w1 (oz. w2) v grafu Q (oz. Q′), bi v tem primeru moralo barvanje c
prirediti isto barvo, kar ni mogoče pri možnih oblikah barvanj grafov Q in Q′ (glej
sliko 42).
Za vsak Q2-podgraf grafa Q sta torej v množici vozlišč VF kvečjemu dve vozlišči.
Ker vsaka pot P3 iz grafa Q leži v natanko enem Q2-podgrafu grafa Q, sta tudi za
vsako pot P3 v množici VF kvečjemu dve vozlišči. Pokazali smo že: če sta v množici
vozlišč VF , sosedni vozlišči u in v, ima katerakoli povezava, različna od uv, ki ima
obe krajišči v VF , eno skupno krajišče z uv. Ker bi ta povezava, skupaj s povezavo
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uv tvorila P3, ima torej množica vozlišč VF kvečjemu dve sosedni vozliči u in v.
Če torej v množici vozlišč VF obstajata sosedni vozlišči u in v, morata zaradi
|F | = 4 v množici VF biti tudi edini vozlišči iz V (Q), ki v Q nista sosedni z vozliščem
u ali v. Ker sta to vozlišči, ki imata (glede na vozlišča iz Q3) vrednosti členov, ki
so v u in v enake, ravno obratne kot u in v, sta tudi ti dve vozlišči v Q sosedni in
povezava predstavlja spremembo istega člena zaporedja kot povezava uv. Obstoj te
povezave je v protislovju z lastnostjo, da je uv edina povezava, ki ima obe krajišči v
množici vozlišč VF . Posledično v VF ne obstajata sosedni vozlišči oz. je VF neodvisna
množica vozlišč grafa Q.
Ker je |F | = 4 in je VF neodvisna množica vozlišč, do protislovja v tem primeru
pridemo na enak način kot v dokazu primera 2.
Ker smo v vseh treh možnih primerih prišli do protislovja, smo prišli do pro-
tislovja z začetno predpostavko, da je c barvanje povezav grafa Q4 z natanko 19
različnimi barvami, pri katerem ne obstaja Q2-podgraf, za katerega bi bila zožitev
c|Q2 mavrica. Pri vsakem barvanju c povezav grafa Q4 z natanko 19 različnimi
barvami tako obstaja Q2-podgraf, za katerega je zožitev c|Q2 mavrica, kar pomeni,
da je ar(Q4, Q2) ≤ 19.
V [1] je za izrek 5.15 podana še ena inačica dokaza, ki jo bomo tukaj izpustili.
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6 Anti-Ramseyeva števila in Turánova funkcija
Obnašanje anti-Ramseyevih števil ar(Kn, H) za H ⊆ Kn pri velikih številih n je bilo
v [5] predstavljeno s pomočjo Turánove funkcije na paru grafov Kn in H. V tem
poglavju bomo eno povezavo anti-Ramseyevih števil in Turánove funkcije dokazali,
drugo pa samo navedli. Rezultata sta povzeta po [7] in [5].
Definicija 6.1. Naj bo G graf in F družina končnih grafov. Turánova funkcija
ex(G,F) določa maksimalno število povezav podgrafa H grafa G, za katerega noben
graf iz družine F ni podgraf grafa H, torej
ex(G,F) := max{m(H); H ⊆ G ∧ ∀F ∈ F . F ̸⊆ H}.
Takim podgrafom H grafa G, za katere je m(H) = ex(G,F), pravimo ekstremalni
grafi.
Primer 6.2. Če je P2 ∈ F , za poljuben graf G velja ex(G,F) = 0. Podobno za G,
n(G) ≥ 3 in P3 ∈ F , velja ex(G,F) ≤ ⌊n2 ⌋.
Definicija 6.3. Naj bo c barvanje povezav grafa G. Vpet podgraf H grafa G je
po barvah prirejen barvanju c, če za vsako barvo barvanja c vsebuje natanko eno
povezavo iz E(G), ki ji barvanje c priredi to barvo.
Trditev 6.4. Naj bo H ⊆ G. Za anti-Ramseyevo število ar(G,H) in vrednost
ex(G,H) Turánove funkcije, pri čemer je H = {H − e; e ∈ E(H)}, velja zveza
ex(G,H) + 1 ≤ ar(G,H)− 1 ≤ ex(G,H).
Dokaz. Naj bo c poljubno barvanje povezav grafa G z največ ar(G,H)− 1 barvami.
Za barvanje c torej ne obstaja zožitev c|H, ki bi bila mavrica. Posledično tudi noben
od barvanju c po barvah prirejen vpet podgraf L ne vsebuje H-podgrafa. Ker je
m(L) = ar(G,H)− 1, velja ar(G,H)− 1 ≤ ex(G,H).
Naj bo G′ podgraf grafa G z m(G′) = ex(G,H) povezavami, ki ne vsebuje no-
benega podgrafa iz družine grafov H. Naj bo d barvanje povezav grafa G, ki vse
povezave podgrafa G′ obarva s paroma različnimi barvami, vse preostale povezave
grafa G pa z dodatno (isto) barvo. Če bi za barvanje d obstajal H-podgraf, za kate-
rega bi bila zožitev d|H mavrica, bi tak H vseboval največ eno povezavo e grafa G,
ki ni hkrati povezava podgrafa G′. Ker pa graf G′ za poljubno povezavo e ∈ E(H)
ne vsebuje podgrafa H − e, tak H-podgraf, za katerega bi bila zožitev d|H mavrica,
ne obstaja. Ker je d barvanje povezav grafa G z natanko ex(G,H) + 1 povezavami,
velja ex(G,H) + 1 ≤ ar(G,H).
Naslednji izrek, ki je dokazan v [5], nam pove, da se anti-Ramseyevo število
ar(Kn, H) in vrednost Turánove funkcije ex(Kn, H) razlikujeta za velikostni razred
O(n2). Dokaz bomo v magistrski nalogi izpustili.
Izrek 6.5. [5] Naj bo H ⊆ Kn, n ≥ 2 in H = {H − e; e ∈ E(H)}. Potem velja
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Seznam uporabljenih kratic in simbolov
[n] množica prvih n naravnih števil
[n]0 množica prvih n− 1 naravnih števil, skupaj s številom 0








število k-podmnožic množice z n elementi
V (G) množica vozlišč grafa G
E(G) množica povezav grafa G
n(G) število vozlišč grafa G
m(G) število povezav grafa G
N(v) odprta soseščina vozlišča v
N [v] zaprta soseščina vozlišča v
deg(v) stopnja vozlišča v
δ(G) minimalna stopnja vozlišč grafa G
∆(G) maksimalna stopnja vozlišč grafa G
ω(G) število vozlišč največje klike v grafu G
χ(G) kromatično število grafa G
χ′(G) kromatični indeks grafa G
α(G) neodvisnostno število grafa G
κ(G) povezanostno število grafa G
γ(G) dominantno število grafa G
ρ2(G) moč največjega 2-pakiranja grafa G
Kn poln graf na n vozliščih
Cn cikel na n vozliščih
Pn pot na n vozliščih
Qn hiperkocka na zaporedjih dolžine n
ar(G,H) anti-Ramseyevo število na paru grafov G in H


































maksimalna stopnja vozlišč, 3
mavrica, 5
minimalna stopnja vozlišč, 3













povezavno disjunktna grafa, 3
psevdograf, 2
















A Tabela izračunanih anti-Ramseyevih števil
anti-Ramseyevo število pogoj vrednost referenca
ar(Kn, P2) n ≥ 2 1 4.1
ar(Kn, P3) n ≥ 3 2 4.2
ar(Kn, 2P2)
n = 4 4
4.4
n ≥ 5 2
ar(Kn, P4)
n = 4 4
4.5
n ≥ 5 3








(k − 2)(n− k−1
2
) + 2
ar(Kn, C3) n ≥ 3 n 4.12
ar(Kn, Q) n ≥ 4 n 4.14
ar(Kn, P3 ∪ 2P2) n ≥ 6 n+ 1 4.17
ar(Kn, C3 ∪ P2)
n = 5 7
4.18
n ≥ 6 n+ 1
ar(Kn, P4 ∪ P2) n ≥ 4 n+ 1 4.19
ar(Kn, P5) n ≥ 5 n+ 1 4.20
ar(Kn, 2P3)
n = 6 8
4.22
n ≥ 7 n+ 1
ar(Qn, Qn−1)
n = 3, 4, 5 n2n−1 − 3
5.13
n ≥ 6 n2n−1 − 2
ar(Q4, Q2) 19 5.15
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B Programska koda pri dokazu 4.22
Naj bo G graf, ki ga dobimo tako, da grafu 2P3 na vozliščih V dodamo 5 povezav






Slika 46: 2P3-podgraf v grafu 3P2 z dodanimi petimi povezavami
V programu bomo vozlišča V grafa G označevali z 0, 1, 2, 3, 4 in 5. Prav tako
bomo predpostavili, da so povezave grafa 3P2 povezave {0, 1}, {2, 3} in {4, 5}. Graf
G bo predstavljen s seznamom dolžine n(G), kjer bo i-ti element predstavljal se-
znam sosednih vozlišč vozlišča vi. Graf iz slike 46 bo tako predstavljen s seznamom
[[1, 2, 3, 4, 5], [0, 4], [0, 3], [0, 2], [0, 1, 5], [0, 4]]. Za vsak podan graf G zgornje oblike
bomo s funkcijo exists2P3 preverili, ali v grafu G obstaja 2P3-podgraf. Ta funkcija
pregleda vse pare trojic grafa G. S pomočjo funkcije is2P3 preveri, ali obstaja par
trojic vozlišč, ki določa 2P3-podgraf.
Ker grafu 2P3 dodajamo 5 povezav, obstaja vozlišče v, ki je sosedno z vsaj enim
vozliščem iz vsake množice vozlišč {0, 1}, {2, 3} in {4, 5}. Brez škode za splošnost
lahko predpostavimo, da to velja za vozlišče 0, ki je sosedno z vozlišči 1, 2 in 4. Grafu,
predstavljenim s seznamom [[1, 2, 4], [0], [0, 3], [2], [0, 5], [4]] (slika 47) tako dodajamo
poljubne tri povezave. S funkcijo all_graphs pregledamo vse take grafe in za vsakega





Slika 47: Graf, predstavljen s seznamom [[1, 2, 4], [0], [0, 3], [2], [0, 5], [4]].
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def i s2P3 ( three_set , graph ) :
for i in three_set :
i f ( three_set−{ i }) <= set ( graph [ i ] ) :
return True
return False
def ex i s t s2P3 ( graph ) :
for i in range ( 1 , 6 ) :
for j in range ( i +1 ,6) :
f i r s t 3 = {0 , i , j }
second3 = {0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5} − f i r s t 3
i f i s2P3 ( f i r s t 3 , graph ) and i s2P3 ( second3 , graph ) :
return True
return False
choice_edges = [ [ 0 , 3 ] , [ 0 , 5 ] , [ 1 , 2 ] , [ 1 , 3 ] , [ 1 , 4 ] ,
[ 1 , 5 ] , [ 2 , 4 ] , [ 2 , 5 ] , [ 3 , 4 ] , [ 3 , 5 ] ]
def al l_graphs ( edges ) :
for i in range ( 8 ) :
for j in range ( i +1 ,9) :
for k in range ( j +1 ,10) :
graph = [ [ 1 , 2 , 4 ] , [ 0 ] , [ 0 , 3 ] , [ 2 ] , [ 0 , 5 ] , [ 4 ] ]
[ x1 , y1 ] = edges [ i ]
[ x2 , y2 ] = edges [ j ]
[ x3 , y3 ] = edges [ k ]
graph [ x1 ] += [ y1 ]
graph [ y1 ] += [ x1 ]
graph [ x2 ] += [ y2 ]
graph [ y2 ] += [ x2 ]
graph [ x3 ] += [ y3 ]
graph [ y3 ] += [ x3 ]
i f not ex i s t s2P3 ( graph ) :
return False
return True
print ( a l l_graphs ( choice_edges ) )
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